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I 

摘要 

随着科学技术的迅速发展和人民生活水平的不断改善，各种形式的大跨度屋

盖在社会经济和文化交流中发挥着越来越重要的作用，大跨度屋盖是近几十年来

发展最快的结构形式之一。  

相比传统刚性结构，大跨度屋盖结构通常具有质量轻、柔性大、阻尼小等特

点，对于风的作用比较敏感，风荷载是这类结构设计的控制荷载。因此为了给大

跨度屋盖的抗风设计提供科学的依据，研究这类结构的风荷载特性、风致响应和

等效静力风荷载便显得非常必要。 

本文主要就以下几个方面进行研究： 

1、 大跨度屋盖结构表面风场的本征正交分解(POD)法的研究，为脉动风静

力等效风荷载的研究奠定基础。首先对 POD 理论中的协方差本征变换

(CPT)理论在整体风场(平均风荷载和脉动风荷载之和)和脉动风场(仅含

脉动风荷载)两种不同风场中的差异进行介绍；然后基于某一大跨度屋盖

的刚性模型风洞试验，对 CPT 理论在两种风场中的具体运用进行了详细

的阐述，对大跨度屋盖的风荷载特性进行了分析。 

2、 大跨度屋盖几何非线性问题的研究。以一种常见的大跨屋盖型式——预

应力索网屋盖为例，对结构找形和风致响应计算进行了研究。首先简要

地回顾了经典的有限元理论，并有针对性地推导了直线预应力索结构的

有限元理论，尤其是对单元预应力刚度矩阵进行了详细推导。其次采用

静力非线性理论对结构进行了找形。最后着重研究了一些参数的变化对

结构动力特性和风致响应的影响，对比分析了三种不同的风致响应计算

方案。 

3、 大跨度屋盖脉动风等效静力风荷载(ESWL)的研究。基于脉动风致响应，

采用惯性力组合法和仅与风场 CPT 模态有关的方法对大跨屋盖结构的

脉动风 ESWL 进行了研究。基于最小二乘优化计算理论，提出了一种适

用于求解复杂线性大跨度屋盖脉动风 ESWL 的新方法——POD 模态补

偿方法，其计算结果及其计算精度和考虑所有阶数结构模态的惯性力组

合方法完全一致，解决了既有方法误差较大、因而不能较好反映真实风

荷载的特点，同时该方法具有一定的适用性。 

 

关键词：大跨度屋盖结构，本征正交分解法，几何非线性，预应力悬索屋盖，找

形，风致响应，等效静力风荷载 

 



Tongji University Doctor of Philosophy Abstract 

II 

ABSTRACT 

With the rapid development of science and technology, along with the continual 

improvement of people’s living standards, a variety of large-span roofs have been 

playing ever-increasing significant roles in today’s social economy and cultural 

exchange, it is one of structural forms which enjoys the most rapid development. 

Compared with traditional rigid structures, the large-span roofs are characterized 

by their light weight, strong flexibility and small damping. They are sensitive to the 

wind loading which is the dominant loading in their designs. Accordingly, it is vital to 

study the wind loading characteristics, the wind-induced response and the equivalent 

static wind loading (ESWL), in order to provide a scientific basis for the 

wind-resistant designs of these structures. 

The thesis mainly covers the following aspects:  

1. The study on Proper Orthogonal Decomposition (POD) of wind pressure on 

the large-span roofs, a study that lays the ground for equivalent static wind 

loading (ESWL) of fluctuating wind. Firstly, the thesis points out the 

differences of Covariance Proper Transformation (CPT) theories between the 

global wind pressure field (which is the sum of mean wind and fluctuating 

wind) and the fluctuating wind pressure field (which only contains the 

fluctuating wind). On the basis of the pressure measurements of wind tunnel 

test on a rigid model of a practical large-span roof, the specific applications 

of CPT theories in the former two kinds of wind fields are illustrated in 

details, an effort to make an analysis of its wind characteristics. 

2. The study about geometrical nonlinearity (GNL) of the large-span roofs. The 

study about geometrical nonlinearity (GNL) of the large-span roofs. The 

thesis takes, for example, the pre-tensioned suspended-cable roof which is a 

common kind of large-span roof, and conducts some researches about 

form-finding and wind-induced responses of the structure.Firstly, the thesis 

reviews the classic finite element method (FEM) in brief and aims at 

deducing the FEM theories of the beeline pre-tensioned suspended-cable 

structure, especially the element pre-tensioned stiffness matrix. Secondly the 

thesis makes a form-finding of the structure according to static GNL. Finally, 

the thesis emphasizes on the influences of structural dynamic characteristics 

http://www.iciba.com/basis/�
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and wind-induced responses, which are generated by some variety in 

parameters, and analyses contrastively three different wind-induced response 

computational schemes. 

3. The study about ESWL of fluctuating wind on the large-span roofs. Based 

on the fluctuating wind-induced response, the thesis employs the method of 

inertial force combination (MIFC) and the method concerned only CPT 

modes of wind field to study the ESWL of fluctuating wind on the 

large-span roofs. Based on the optimization theories of Least Square (LS), 

the thesis d advances a new method—CPT mode compensation method that 

can be employed to solve the ESWL of fluctuating wind on those complex 

and linear large-span roofs, and its results and computational precision are 

completely consistent with the method of MIFC considering all modes，so 

the new method not only settles problems which have biggish error and can’t 

reflect real wind loading in the existing methods but also have certain 

applicability. 

 
Key Words: large-span roofs，proper orthogonal decomposition(POD)，geometrical 

nonlinearity(GNL)，pre-tensioned suspended-cable roof，form-finding，wind-induced 

response，equivalent static wind loading(ESWL) 
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第 1 章 绪论 

1.1 引言 

随着科学技术的迅速发展和人民生活水平的不断提高，各种形式的大跨度屋

盖在社会经济和文化的交流中正发挥着越来越重要的作用，可以说大跨度屋盖是

最近 30 多年以来发展最快的结构形式之一。许多宏伟而富有特色的大跨度屋盖

不仅成为当地的象征性标志和著名的人文景观，而且作为其核心的空间结构技术

的发展状况已成为代表一个国家建筑科技水平的重要标志之一[1]。 

大跨度屋盖通常具有质量轻、柔性大、阻尼小和自振频率低等特点，风荷载

往往是这类结构设计中的主要控制荷载[2; 3; 4; 5; 6]。因而对大跨度屋盖可能遭

遇到的风荷载情况，以及由此产生的结构动力性能和动力响应做出正确的估算并

采取有效的预防措施，一直是大跨度屋盖设计中的重要环节。30 多年以来，国

际上对高层、高耸结构以及大跨桥梁结构的抗风研究取得了重要进展和成果。相

比之下，大跨度屋盖的抗风研究进展却一直相对滞后，因而开展这些方面的研究

尤其具有重要的现实意义。结合本文主要研究内容，笔者在此就大跨度屋盖已有

的抗风理论体系中的风致响应计算方法和等效静力风荷载的发展做一简要的回

顾，然后指出目前大跨度屋盖研究存在的主要问题和不足，最后引出本文的研究

目的和主要内容。限于篇幅，本文在回顾中仅对一些有代表性的研究成果进行评

述。 

1.2 大跨度屋盖风致响应研究的概述 

由于大跨度屋盖为风敏感结构，其设计过程中风致动力响应计算方法就显得

非常重要。根据随机振动理论，结构在风荷载作用下的动力响应计算方法常常可

以分为频域法和时域法。 

1.2.1 频域法 

频域分析方法的基本思想是通过振型分解将结构响应统计量描述成对应各

阶振型的广义模态响应在模态空间内的线性组合，在频域内通过传递函数建立激

励与响应之间的关系，描述结构的动力响应。该类方法计算效率较高、物理概念

十分清晰，可以直接得到风振响应随风荷载特性和结构基本特性的变化规律，故

在结构风工程的理论研究中应用较为广泛，该方法常常用于求解大跨度屋盖的风

致响应。 

1.2.1.1 传统的频域计算方法 
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在大跨度屋盖的风致响应计算方法中，模态叠加法概念清晰、计算简单而倍

受欢迎，它常常借助平方和开方(Square Root Sum of Square,SRSS)法或完全二次

型组合(Complete Quadratic Combination,CQC)法来实现。本文称之为传统的频域

计算方法。 

1、 SRSS 方法 

文献[7; 8; 9]结合风洞试验，对一些几何形状简单、响应较为单一(位移响应)

的大跨度屋盖风致响应进行了研究。其中 Uematsu 等[7]对一个矩形、封闭式(即

不用考虑内压)的大跨平屋盖的风致响应进行了研究。由于该结构刚度较大，位

移响应主要是以背景响应为主，而且此时的位移响应与第一阶模态的形状相似，

因此作者[7]认为在湍流风荷载作用下结构响应由第一阶模态控制，因而文中仅

仅考虑了第一阶模态力的影响，得出了第一阶模态位移的统计值。Christiano 等

[8]认为在静力分析中需要考虑几何非线性，在动力分析中(笔者注：此处的动力

分析指的是在脉动风荷载作用下的动力分析)，不需要考虑几何非线性，因此在

计算脉动风荷载作用下结构的响应时，可以假设荷载——变形之间的关系是线性

的。据此作者[8]对一圆形凹面索网屋盖进行了风致响应计算，通过对其动力响

应的分析表明在脉动风荷载作用下结构横向位移的均方根同静力值相比较小。由

于结构形式简单，作者[8]计算时只取了第 1、2 和 4 阶模态。Lou 等[9]基于准定

常假定对一柔软弹性方形大跨平屋盖的风致抖振响应进行了研究。与文献[7; 8]

相比，文献[9]得出了更加详细的结论：第 1 阶模态通常了控制位移响应，高阶

模态对抖振响应的影响随着屋盖上节点位置的变化而变化，屋盖弹性弹性越大，

高阶模态的影响越显著。 

文献[7; 8; 9]所研究的结构形式简单，所研究的响应较为单一。通常大跨度

屋盖结构形式复杂，控制结构设计的响应也较多，因而有必要对复杂大跨度屋盖

的多个不同的风致响应进行研究。Nakamura 等[10]基于风洞试验对一体育场中位

于下风侧的拱形悬挑屋盖的风致响应进行了分析。作者发现尽管平均风力较小，

但脉动风力较大，因此估算屋盖的动力响应就显得非常重要。在谱模态分析中，

作者[10]建立起沿跨度方向的某阶模态的广义风力的功率谱，其中第 1 阶模态的

不同区域之间的无量纲的互谱采用了经验公式。结果表明，计算不同的响应时，

需要考虑不同模态的影响。比如仅计算结构的位移响应时，可只考虑前两阶模态，

当计算桁架单元的剪力时，则需考虑更多阶的模态，在单元的强度设计中，习惯

做法便是考虑前 6 阶模态的影响。 

由以上分析可知，文献[7; 8; 9; 10]所取的模态数总体偏少，尽管结构的自由

度可能较多。现代大跨度屋盖结构常常有很多复杂的振动模态，此外不同模态对

应的自振频率通常也非常接近[4; 8; 10]，因此不可能象高层建筑那样通常用少数
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低阶模态尤其是第 1 阶模态来计算大跨度屋盖的风致响应[6]。文献[4]基于风洞

试验所得风压数据的互谱密度，用 Monte Carlo 方法模拟了多点脉动风压时程，

然后用基于本征值的模态时程响应方法对两种不同的、形状复杂的大跨度屋盖风

致响应进行了分析，考虑了高达 170 阶模态，计算结果也表明不同的响应计算需

要考虑不同模态数的影响。 

文献[4]虽然强调指出了大跨度屋盖的风致响应计算需要考虑多阶甚至高阶

模态的影响，但是如何选取模态，作者并没有指出一般性的原则，这或许成为复

杂大跨度屋盖风致响应计算中一个关键因素，因为对于非常复杂的大跨度屋盖，

结构参振模态的选取往往是非常重要的；此外仅仅选取小于结构自由度数的一定

数量的参振模态进行结构风致响应计算，可能会造成一定误差，如何解决误差问

题，文献[4]也没有阐述。 

Nakayama 等[6]通过数值分析发现大跨度屋盖存在一些高阶模态对风振响应

大，起着主导模态的作用，但由于其模态阶次高而往往被忽略。作者提出利用每

阶模态的应变能对系统总应变能的贡献大小来确定参振模态，贡献越大，参与振

动的可能性越大。关于如何确定参振模态数，作者指出所选择模态的应变能总和

要充分接近系统总应变能，如果参振模态的能量远小于总应变能，说明忽略了一

些重要的模态。文中进一步指出所选择的一系列模态叠加成的位移 setx 应当可以

表示出平均风荷载作用下的位移 STX ，如果 set STx X、 或者二者对应的应变能非常

接近，这就意味着所选择的模态是适当的，否则还有一个对风致响应占优势贡献

的特殊模态(即 X 模态或准 X-模态)被忽略掉，此时可以根据位移差来构造 X-模

态及其对应的较大值的频率，X-模态的意义要必须能表达位移的背景响应，它有

一个典型的与所谓的基本模态形状相似的模态形状。作者[6]同时也对一个圆屋

顶大跨度屋盖进行了风致响应分析，结果表明考虑 X-模态补偿后的频域分析方

法的有效性。He[11]也根据模态对系统应变能的贡献来选取参振模态，然后根据

背景响应建立起一种大跨度空间结构风致响应的模态补偿法，文中的补偿模态叫

C-模态，通过对一网壳结构算例的分析，验证了该文提出的方法是合理的。 

虽然文献[6; 11]定性地指出确定参振模态的一般性原则，并且解决了遗漏主

要参振模态(即 X-模态和 C-模态，或叫做补偿模态)后怎样克服风致响应计算带

来的误差问题，但是文献[6; 11]也存在一些缺点：①补偿模态仅是根据应变能守

恒构造的，实际上大跨度屋盖尤其是柔性大跨度屋盖存在一定的动能，忽略动能

构造的补偿模态可能会造成一定的误差；②主导模态的选择是根据能量占优的原

则确定的，如果把模态当作基(即坐标系)，模态位移叠加法中的广义坐标即为所

研究的位移在基上的投影(即坐标)，选择能量占优的模态实际上是选择投影值(绝

对值)较大的模态，可以说这样选择的模态仅从数学含义的角度出发的，没有真
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正从结构本身和外部风荷载来加以考虑，因为参振模态实际上还与风荷载的分布

形式及其荷载中心频率有关的[12; 13; 14]；③主导模态的选择仅仅是根据位移来

确定的，根据位移选择的主导模态和构造出的补偿模态能否适用于其它响应的计

算值得进一步思考，因为由文献[4; 10]可知大跨度屋盖存在多个响应，不同响应

考虑的模态也不一样；④文献[11]是根据位移的背景响应来构造补偿模态，而文

献[6]是根据平均风荷载作用下的位移来构造的，虽然文献[6]提到了位移响应的

背景分量和共振分量，所以二者实际上都没有真实考虑到位移响应的构成，这对

刚性大跨度屋盖是可行的，而对柔性大跨屋来说是存在一定问题的；⑤两篇文献

对各阶模态的贡献并没有给出定量描述，因此引入补偿模态时应考虑前多少阶模

态仍存在随意性。 

2、 CQC 方法 

模态叠加法中的 SRSS 法在计算大跨度屋盖的风致响应时，不能考虑模态之

间的耦合问题，而大跨度屋盖不同模态间的耦合影响比较显著[14; 15]。因此文

献[16]认为应基于 CQC 法计算大跨度屋盖的风致响应，忽略模态间的耦合效应

的 SRSS 法是不正确的。 

作者[16]从线性结构随机振动理论的基本方程出发，针对平稳随机激励的一

般情形，推导出基于 CQC 方法的适合于大跨度屋盖结构随机风振响应根方差精

细算式，式中考虑了不同振型之间互相关(即耦合)的影响。作者[16]同时指出，

如按给出的算式进行大跨度屋盖结构随机振动响应根方差的精细计算，就必须首

先获得结构各点风荷载之间互谱密度函数的实部和虚部，作者就风荷载互谱密度

函数进行了讨论分析。 

文献[16]虽然用 CQC 法对模态耦合的问题进行了一定程度的探讨，但是依

然存在一些问题：由于对同时考虑实部和虚部的风荷载互谱的研究尚未取得可应

用的成果，所以该方法的优越性还有待检验；此外同样对于非常复杂的大跨度屋

盖，CQC 方法计算量会很大，计算风致响应的效率会较低。 

1.2.1.2 改进的频域计算方法 

由以上分析可知，传统的频域计算方法在计算大跨度屋盖尤其是复杂的大跨

度屋盖存在着较大的缺陷，因此基于模态叠加法等一些常规的、传统的方法不适

用于分析大跨度屋盖的风致响应[14]，有必要对传统的频域计算作一些改进，寻

求一些更加精确、高效的频域计算方法，本文称之为改进的频域计算方法。 

1、 修正的 SRSS 方法 

在本文中，修正的 SRSS 方法是指在风致响应计算时，对传统的 SRSS 方法
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进行修正以便考虑结构模态耦合的方法。 

同样针对前述文献不能考虑模态之间的耦合问题，Gu 等[15; 17]认为大跨度

屋盖与高层建筑不同的是它有集中模态，因此在动力响应计算中应当考虑多模态

响应及其它们的耦合影响。具体来说，作者建议背景响应可以采用荷载响应相关

系数法来计算，该方法实际上采用的是准静力方法，因此包含了构成背景分量的

所有模态的贡献。而作者用模态耦合因子来描述多模态共振响应之间的耦合影

响，相应地用修正的 SRSS 法来计算具有集中模态和低阻尼的大跨度弹性屋盖结

构的动力共振响应：模态耦合因子能够定量描述对于共振响应的模态耦合的贡

献，修正的SRSS法能够大大简化结构的具有多模态耦合影响的共振响应的计算。

最后作者用一个特殊的、复杂的大跨度屋盖验证了模态耦合因子和修正的 SRSS

法的精确性，计算结果表明该结构不同模态之间的耦合影响很大，能够用模态耦

合因子加以描述，此外用修正的 SRSS 法计算得到的共振位移和精确值吻合得很

好。 

文献[15; 17]中的方法虽然能较好地克服模态耦合问题，并且充分吸收了

SRSS 法的优点，但是该文献只是选取了部分低阶模态和而且仅计算了位移响应，

由前文可知这样的考虑存在一定的问题；此外公式的推导过程非常复杂。 

2、 综合考虑结构动力特性和风荷载特性的方法 

前文所叙述的方法在选择参振模态时都仅从结构的动力特性出发的，没有考

虑外加荷载——风荷载特性的影响。事实上，计算结构的风致响应应综合考虑结

构动力特性和风荷载特性。 

1) Ritz-POD 方法 

Wu 等[14; 18]将大跨度屋盖的风致抖振响应分为平均响应、背景响应和共振

响应。其中作者用本征正交分解(Proper Orthogonal Decomposition,POD)协方差方

法计算背景响应，把背景响应表示成若干阶能量较大的风场本征模态(具体是协

方差本征变换 Covariance Proper Transformation 模态，即 CPT 模态)作用效应的组

合。而难点在于计算响应的共振分量，在计算该分量时，作者[14; 18]用频域中

的 Ritz-POD 方法来计算，它综合运用了 POD 技术和 Ritz 向量直接叠加法二者

的优点，通过 POD 分解，得到可以准确描述脉动风场的几个确定性的荷载空间

分布形式，根据这些荷载空间分布形式，并考虑荷载中心频率的影响，自动选择

对结构共振响应较大的 Ritz 向量，接着采用 Ritz 向量直接叠加法分析结构动力

响应。 

Ritz-POD 方法在计算脉动响应时用 Ritz 向量和 Ritz 值替代结构的固有振型

和固有频率，与结构的固有振型和固有频率没有直接关系，在计算共振响应谱时，
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频响函数函数不同于传统的随机响应分析，这大大简化了计算过程。该方法考虑

了荷载空间分布形式，与不能考虑荷载空间分布形式的传统的振型叠加法相比，

Ritz 向量叠加法具有更高的计算效率；此外该方法能计算多个控制响应。不过

Ritz-POD 方法也存在一定的缺点：POD 在选择风场的主导 CPT 模态时，虽然可

以降阶截断部分 CPT 模态，但是所截断的 CPT 模态对结构响应贡献仍有可能较

大，尤其是当建筑物表面脉动风压相关性较差时，前几阶 CPT 模态对风场的贡

献往往不再占绝对主导地位，需要考虑更多阶 CPT 模态的贡献，根据这些 CPT

模态将生成较多的 Ritz 向量，势必影响 Ritz-POD 方法的计算效率。 

2) 双模态变换理论 

在综合考虑结构动力特性和风荷载特性计算结构的风致响应时，双模态变换

理论又是一种代表性的方法。 

    双模态变换理论是一种综合运用结构经典模态分析和荷载 POD 理论的方法

[12; 13; 19; 20; 21; 22]。通过双模态变换，动力响应表达成结构模态和荷载模态

的双重集合。结构模态和荷载模态(CPT 模态、谱本征变换(Spectral Proper 

Transformation,SPT) 模 态 ) 分 别 可 以 通 过 结 构 主 坐 标 (Structural Principal 

Coordinates)和荷载主分量(Loading Principal Components)的权重加以表示。原则

上每个结构主坐标被每个荷载主分量激起，实际上，因为模态截断，只有少数的

结构主坐标和荷载主分量分别对动力响应和对荷载有贡献，而且结构模态和风场

模态之间的正交关系将使动力响应通常能够仅用少数阶结构模态和荷载模态来

加以表述[21]。如果将风振响应分为背景分量和共振分量，则分别可以利用 SPT

模态以及 CPT 模态对它们的计算进行简化。目前双模态变换理论已被用于求解

高层建筑顺风向风致响应计算[13; 20; 21; 23]和大跨度桥梁的抖振响应计算[21]。

唐意等[24]采用双模态变换理论对一大跨度屋盖的风致响应进行了一定的研究，

证明了该方法的准确性。 

双模态变换理论能根据结构风振响应的基本特点，将风振响应分为共振响应

和背景响应，并分别利用 SPT 模态以及 CPT 模态对风振计算过程进行简化，从

应用效果来看，该方法对风振响应起着一定的简化作用。但是与高层建筑不同，

大跨度屋盖结构风荷载及结构形式复杂，风荷载本征模态与结构模态之间的正交

性不明显，使双模态变换理论的有效性受到限制；在正交性不明显前提下，大跨

度屋盖结构风振响应仍然需要考虑多阶模态，要得到比较准确的共振响应，则需

要考虑足够多频率点位置的 SPT 模态，这是一项相当耗时的工作。正是由于这

些缺点，到目前为止，双模态变换理论并没有广泛应用于大跨度屋盖尤其是复杂

大跨度屋盖风致响应的计算中。 
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3) 虚拟激励法 

虚拟激励法是近二十年发展起来的用于复杂结构随机振动计算分析的高效

精确的计算方法[25]。具体来说，虚拟激励法的最大特点是将平稳随机振动分析

转化为简谐振动分析，将非平稳随机振动分析转化为确定性时间历程分析，自动

包含了所有参振模态的耦合项以及多点激励之间的非完全相关性，从而使计算量

大大降低，而计算结果精度却和计算量大的、传统的 CQC 计算结果精度一致，

所以虚拟激励法亦被称为快速 CQC 方法[26]。虚拟激励法最初用于计算地震响

应[26; 27; 28]，近年来又被广泛应用于风工程领域中，如高层建筑的风致响应[29]

和大跨度桥梁的抖振分析[30; 31]。在大跨度屋盖的风致响应计算中，陈贤川[32]

将模态加速度法和虚拟激励法联合运用对大跨度屋盖的风致响应计算进行了研

究，结果发现，响应谱矩阵等于全部背景响应项加上前 m 阶参振模态的共振响

应项，以及背景响应和共振响应之间的耦合项，共振响应项中自动包含了各阶参

振模态共振响应的耦合项。 

虚拟激励法应用于大跨度屋盖的风致响应计算时，把随机风荷载激励转换成

简谐激励，充分考虑了荷载的特性；而且该方法结合一定的模态叠加法，便能较

好地解决大跨度屋盖的模态耦合问题。但是虚拟激励法的大部分计算量会耗费在

对气动力谱矩阵的分解上，因而如果动力谱矩阵很大，虚拟激励法的计算也很慢；

此外如何有效选择参振模态，值得进一步研究。 

3、 等效线性化方法 

近年来，等效线性化方法在大跨度屋盖风致响应的计算中也得到了一定程度

的应用。等效线性化方法又称统计线性化法，是工程中应用较广的预测非线性随

机响应的近似解析法[33]。它的基本思想是将随机激励下的系统非线性振动微分

方程用具有精确解的等效线性微分方程来近似，根据两方程之间的误差项在某种

统计意义上最小的原理来确定等效线性微分方程中的参数[34]。在得到等效的线

性系统后便可以用频域计算方法对结构进行响应分析。 

张拉膜结构是一种典型的几何非线性系统，由于其所受非零均值风压以及很

难给出结构非线性刚度项的显式表达式的特点，需要在基本的等效线性化理论基

础上，构造适合于一般的张拉结构的等效线性化方法[33]。潘钧俊[33]基于零均

值平稳随机激励的多自由度非线性系统的等效线性化方法中的谱矩阵法，构造了

适合张拉膜结构几何非线性及其非零均值风压的等效线性化途径，然后对等效线

性化系统的风致响应进行了分析，并与时域直接积分结果进行对比，验证了其适

用性。 

等效线性化方法能够把时域的非线性问题转化成频域的线性问题，利用已有

的频域计算方法进行计算，可以有效地给出激励与响应关系，能够更直观的对非
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线性系统的振动问题作定性和定量分析，从这个层面上来说，等效线性化方法是

一种简化计算方法。但是在等效线性化方法提出过程中，都是应用不同的准则(能

量误差控制、力误差控制)并通过位移变量来实现等效线性化，未见以应力为变

量实现等效线性化的研究。以位移为变量实现的等效线性化给出的结果是结构位

移均方根响应，而在位移和应力之间并不存在线性关系，所以不能在位移均方根

和应力均方根之间建立简单的联系[33]。即使对于位移响应，作者[33]也发现不

同地方也存在一定的差异，在整体上还是存在一定的误差。此外由文献[33]的推

导过程可知，等效线性化方法比时域方法计算多出好几个中间计算环节，计算起

来不太方便。 

在本节结束处，需要指出的是频域法求解大跨屋屋盖风致响应时，必须以结

构特征的线性化为前提，在计算过程中结构刚度、阻尼性质保持不变，不能考虑

结构的非线性效应，因此仅限于线性结构或弱非线性结构的振动问题。无法有效

地考虑几何非线性、材料非线性对结构风振特性的影响。因为非线性的存在，模

态分析是不可行的且运动方程不得不采用逐步积分[35]，频域中的模态叠加法通

常用于线性结构，不能扩充到非线性问题[36]。尽管虚拟激励法和等效线性化方

法能够求解非线性系统，但是由文献[25; 33]可知虚拟激励法和等效线性化方法

是否适用于求解非线性系统，归根到底要依赖于等效线性化的使用范围，求解的

精度几乎完全决定于等效线性化。 

以上的频域计算方法或多或少存在一定问题，不能完全克服大跨度屋盖风致

响应的频域计算方法中的缺陷，因而有必要寻求其它更加精确的方法。 

1.2.2 时域法 

随着结构形式的日益复杂化，其动力反应也变得复杂起来，为了确保结构的

安全可靠，结构工程师需要了解更多准确而又复杂的结构动力反应信息，频域法

由于自身缺陷很难适应这些需求。近几十年来，由于电子计算机编程技术和数值

分析方法的发展，人们发现时域法能够克服频域法的缺陷，因而计算结构动力学

中的时域法在结构的动力分析中占据着越来越重要的作用。 

时域法是将荷载时程直接作用在结构上，通过时程逐步积分，迭代计算结构

的动力响应时程。时域法也叫时程分析法，它经常结合有限元理论、数值迭代方

法从而使得大跨度屋盖的线性和非线性风致响应的精确计算成为可能，因而深受

人们欢迎。 

1.2.2.1 随机振动离散分析方法 

随着电子计算机技术的发展，连续系统的离散化分析方法在工程结构的力

学性能分析中已经得到了广泛的应用。随机振动离散分析方法是离散化方法在随
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机振动理论中的应用和发展，对该方法的研究是期望能利用离散化方法的灵活性

和适用于规范计算的特点，找到一条实用性和通用性更强的随机振动分析的新途

径[37; 38]。 

为了使研究方法更具有普遍性，随机振动离散分析方法首先将体系的二阶

运动微分方程          mx t cx t kx t qE t S t    (式中符号见本章下文)改写成更

适合于理论分析和在计算机上构造数值算法的、矩阵形式的规则化一阶微分状态

方程，该状态方程是关于系统的运动状态向量及其对时间的一阶导数和激励向量

的线性组合，为不失一般性，非平稳随机过程的激励向量可以表示为确定性函数

的对角阵和平稳随机过程向量的乘积，具体表达式如下[37; 38]： 

       1 1Y t B FY t B QE t S t                   (1.1) 

式中， 
I

B
m

 
  
 

，
0 I

F
k c

 
    

，      
TT T

Y t x t x t         
， 0

TTQ q     

在上述参数中，  Y t 和  Y t 分别表示状态向量及其一阶导数； I 、m 、 c、

k 分别表示单位矩阵、质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵；  x t 、  x t 和  x t 分

别为结构位移、速度和加速度向量；q、  E t 和  S t 分别表示荷载作用位置向量、

确定性函数的对角阵和平稳随机过程向量，当  E t 为常数矩阵时，激励向量

   E t S t 即为平稳激励向量。 

在阻尼条件和均方意义下，激励和可微的随机响应都是连续的，因而可以

对  Y t 和    E t S t 在时域内分别离散成序列  Y n 和     1,2,E n S n n   ，得到

体系的含参数 β 的关于状态向量  Y n 的矩阵形式的差分基本递推式，即体系响

应的递推方程式[37; 38]： 

     

     

11

11 1

1 1
1 1 1

1 1 1

Y n I tB F Y n

t tB F B QE n S n


 

  



 

  
       

  

      

        (1.2) 

    递推式(1.2)与一般差分格式的区别是其激励采样点与响应采样点不在同一

时刻，引入参数  的目的是可以通过对它的选择，使基本递推式具有良好的稳定

性和精确性[37; 38]。在得到递推式(1.2)后便可以直接从结构的质量矩阵、阻尼矩

阵、刚度矩阵和荷载的协方差矩阵出发，推导出任意随机激励作用下的结构响应

均值和方差的递推式，可以迭代求解。 

要使该方法成为求随机振动响应的理想方法，应首先考察基本递推式的数

值计算稳定性和求随机振动响应的精确性。Tan 等[37]分析了基本递推式的稳定

性和精确性：由于递推式的形式与荷载性质有关，因此其精确性将随着随机激励

性质及  取值的不同而不同，当参数 0.5  时，基本递推式此时便成了最优 β
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递推式；因为最优 递推式在证明过程中未对时间步长作任何限制，因而具有数

值计算的无条件稳定性，同时最优  递推式具有最好的精确性。 

随机振动离散分析方法适合于自振频率密集且振型相互耦合的非线性结构

体系。Tan 等[37; 38; 39]基于最优  递推式讨论了工程结构在任意激励作用下均

值响应、白噪声激励和有色噪声激励作用下均方响应的离散分析方法及其实用递

推式。作者[37; 38; 40]将该方法应用于悬索屋盖风振响应分析中，很好地解决了

空间相关有色噪声激励作用下非线性体系的随机振动反应分析。随机振动离散分

析方法由于整体考虑结构的振动特性，其计算精度相当于振型叠加法考虑结构所

有振型参与组合；同时该方法计算公式简单，使用方便，结合了时域法和频域法

的优点，是一种很有实用价值的求解动力响应的方法。但是随机振动离散分析方

法仅适用于白噪声荷载，风荷载必须产生于空间相关的过滤白噪声[41]，当激励

不是白噪声时，求解动力系统均方响应只能得到其近似值，就算 0.5  时，其

精度都不算是最好[38]；该方法是以定常线性动力系统为基础，因而其质量矩阵、

阻尼矩阵和刚度矩阵均是定常的，事实上悬索屋盖具有较强的几何非线性，且在

风荷载作用下容易发生流固耦合作用，此时上述矩阵尤其是刚度矩阵便不会是定

常的，计算结果会带来较大的误差；对于线性模型，该方法是绝对收敛，对于非

线性结构，位移的高阶项不能忽略，从该理论推出的均方公式是不封闭[41]。因

而笔者认为随机振动离散分析方法是不能真正解决真实风荷载作用下大跨度屋

盖的风致非线性响应。 

1.2.2.2 经典的时程分析方法 

在本文中，经典的时程分析方法是指不通过坐标变换，采用中心差分法、线

性加速度法、Wilson-θ 法、Newmark-β 法和 Houblt 法等经典的、离散的数值方

法对结构的振动方程进行逐步积分，从而得到响应的时程。 

1、 Newmark 方法 

时程分析方法常常采用直接积分法(也叫逐步积分法)来计算响应时程[42; 

43]。直接积分法的算法可归为显式法和隐式法，其中隐式积分适合于结构动力

学问题，该方法应用于非线性问题不会遇到很大的困难[42]。在隐式积分法中，

Newmark 法(即 Newmark-β法)[44]由于具有较佳的稳定性和较低的周期延伸已经

被广泛应用于工程结构的动力分析中，它是最为通用的一种方法[45]。 

网壳是一种广泛用于中、大跨的空间结构体系，其风致响应的计算非常重要。

Uematsu 等[46]对一大跨单层格构圆屋顶网壳结构的风振动力响应进行了研究，

作者认为此类型圆屋顶的动力运动用线性系统(笔者注：从文中分析可知该结构

比较刚性)来描绘，在时域内用 Newmark-β 数值积分方法求取 β=1/4 时结构位移
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时程和单元轴弯合应力时程。作者[46]所研究的结构比较刚，作者仅对线性系统

进行分析，对于单层网壳，这类结构具有一定的弹性，在某些情况下需要考虑风

致大变形的影响并进行几何非线性动力分析 [47; 48]。Li 等 [47; 48]基于

Newmark-β 方法为单层网壳的非线性动力分析建立起离散时间点的增量形式的

动力非线性等效静力平衡方程式，同时与静力分析中的非线性平衡方程进行比

较，以此发现两个方程式之间的联系，然后用求解静力分析中的非线性平衡方程

的弧长方法来求解动力非线性等效静力平衡方程式。该方法的难点在于如何确定

每一个增长步里的初始荷载增长参数以及如何确弧长增量的控制方程；此外该方

法主要用于求解结构的非线性动力失稳问题。 

张拉结构是大跨度屋盖中另外一种常见的结构形式，其风致响应的计算同样

非常重要。该种类型结构的一个最为显著的特点是结构在外荷载作用下将具有大

位移，其几何非线性特征非常明显[1; 32; 41; 45; 46]，但是应变通常保持在材料

的线性应力应变关系的极限范围内[49]，即张拉结构的几何非线性属于大位移小

应变问题。 

Lazzari[35]运用 Aaike-Iwatani 自回归模型(笔者认为该模型是基于准定常理

论)模拟了悬索结构的风荷载时程，然后用通过 Total Lagrangian(TL)公式发展起

来的名为 Loki 的有限元准则来进行几何非线性分析：非线性方程的求解用

Newton-Raphson 方法来完成，而时域内的动力分析建立在 Newmark 运算法则基

础之上的。最后作者[35]对双曲抛物面索网屋盖在风荷载作用下的几何非线性性

能用 Loki 法则进行了研究，并且指出，该时域计算方法对复杂非线性结构的工

程计算非常适合，并且能够提供获取结构和气动起源的非线性影响的有利条件。 

通常结构的动力非线性分析是用增量矩阵修正(incremental matrix updates)和

时域内直接积分(direct integration in time)去计算响应，在时域方法中，要采用迭

代法建立起在每一步时间增量结束时力的平衡，而且要运用代数外推法求运动学

参数[50]。Oskoei 等[50]用时域方法进行非线性索网的动力分析时，首先用矩阵

修正法(matrix update methods)或拟牛顿法(quasi-Newton methods)对非线性系统

展开迭代；在考虑动力时，Newmark-β方法用于增量平衡方程式的直接积分；此

外作者还对不同阻尼计算模型对结构响应的灵敏度也进行了研究。 

根据经典非线性有限元理论，Tabarrok 等[49; 51]首先建立了张拉结构中单元

的应变和位移之间的非线性关系，同时基于大位移小应变假设建立起线弹性本构

关系，然后通过 Hamilton 原理或虚功原理得到了单元的平衡方程，最后集成整

个系统的平衡方程，其中如果用 Newton-Raphson 方法对系统的平衡方程线性化

即对位移求导后便可得到整个系统的几何非线性刚度矩阵。在明确了风荷载时程

后，作者[49; 51]就用基于 Newmark-β方法编制的非线性分析程序进行张拉结构
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的风致响应分析，在每一次 Newton-Raphson 叠代中，风荷载都需要基于结构当

前几何形状和压力系数而计算。文献[49]列出了部分节点的位移时程和部分时间

点整个结构的位移等高线，文献[51]也列出了一定风向角下最大应力的等高线。 

2、 最小化系统总势能列平衡方程的方法 

和其它屋盖相比，悬索屋盖柔性较大、弹性较高，需要考虑风致响应[36]。

在风荷载作用下，文献[36; 52]建立起线性结构和非线性结构动力分析的统一方

法，以便用时域中的逐步积分来计算结构响应。与前文建立平衡方程不同的是，

文献[36; 52]在每一个时间增长步 t△ 终点的动力平衡条件是通过最小化结构系统

总势能得到的，也即是当总势能最小时，系统便达到平衡位置，据此可以建立起

迭代时的平衡方程。具体来说，在每一个时间步的终点的动力平衡条件就是总势

能对位移增量的偏导数即梯度向量为 0，求出该位移增量后便进一步可以求出下

一个跌代步的位移增量。文献[36; 52]中在建立运动方程时分别考虑了气动质量

和气动阻尼对结构质量和结构阻尼的影响，并且给出了总势能和梯度向量的经验

公式。由文献[36; 52]的推导过程可知，该方法比较复杂，影响到它的推广和普

及。 

    由上述时域方法可知，基于经典有限元理论和离散数值积分的时域计算方法

在大跨度屋盖的风致响应计算中起着非常重要的作用，笔者认为该类方法在未来

更加复杂的大跨度屋盖的动力响应计算中扮演着其它方法不可替代的角色。 

1.3 大跨度屋盖等效静力风荷载研究的概述 

文献[53]中谈到的简谐荷载作用下结构响应的动力放大系数实质上便可以

搭建起动静荷载结合的桥梁。该思想具体到结构抗风领域，便是本文将要研究的

大跨度屋盖的等效静力风荷载(Equivalent static wind loading, ESWL)。 

 在结构工程中，风荷载被定义为一种确定性的活荷载，以静力荷载的形式

出现，然后与自重、雪荷载、地震作用等其它荷载(或作用)进行荷载(效应)组合

形成结构的设计荷载。而实际上风荷载为一种随机性的动力荷载。为便于工程应

用，需要通过 ESWL 形式将风工程中的风荷载转换为结构工程中的风荷载，因

此 ESWL 是联系风工程和结构工程的纽带，是结构抗风设计理论的核心问题，

近年来一直是结构风工程师研究的热点之一，为工程设计者提供了处理复杂动力

风荷载的有效手段，避免了繁琐的随机振动分析，具有重要的实用价值[54; 55; 

56]。 

 所谓 ESWL，就是当这个等效风荷载作为静力荷载作用于结构上时，它引

起的结构某一响应与实际风荷载作用时该响应的最大值一致，正如 Holmes[2]指
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出：ESWL 分布是指能产生峰值荷载效应的正确的预期值的那些荷载。ESWL 应

确保从静力分析所得结果与实际风致响应的一致性[56]。在本小节中将仅介绍用

于求解大跨度屋盖结构 ESWL 的常用方法。 

1.3.1 阵风荷载因子(Gust Loading Factor, GLF)法 

    ESWL理论研究始于高层建筑结构，Davenport[57]借助阵风荷载因子法将用

于结构设计的ESWL表示为作用在高层建筑上的平均风荷载乘以GLF而得到的，

以此来简单估算顺风向结构动力荷载[2]，从而开创了ESWL理论研究的先河，文

献[56; 58; 59]称该方法为传统的GLF法；同样的GLF概念也已经被采纳用于横风

向响应和扭转响应的ESWL计算中[59; 60]。GLF考虑了脉动风的动态以及由结构

动态引起的任何的荷载放大，因为形式简单，该方法得到全世界广泛承认并且几

乎被所有的大国用于制定风荷载规范和标准，如美国规范、加拿大规范、澳大利

亚规范、欧洲规范和日本规范等[56; 59]，我国荷载规范[61; 62]中的惯性风荷载

法便是根据GLF法的原理发展起来的，只不过规范中将GLF (规范中称为风振系

数)定义为风振惯性力与平均风荷载的比值，反映了结构本身动、静力特性对风

振响应的影响，赋予了ESWL明确的物理含义。 

在文献[57]中，GLF的原始定义为整体风荷载(即最大风荷载)与平均风荷载

的比值，不过作者同时又认为GLF为某一时段内平均最大响应和平均风引起的平

均响应之比。因而在分析ESWL时，严格来说有GLF和阵风响应因子(Gust 

Response Factor, GRF)，不过这些术语包括阵风因子(Gust Factor, GF)在本质上有

着同样的含义[2]。对于线弹性结构，GLF和GRF是相等的[57; 63; 64; 65]，在本

文中不加区别地以GLF法称呼。此外GLF有时也叫荷载风振系数，GRF有时也叫

响应风振系数。 

由于利用GLF法来表示静力等效风荷载简单方便，因而在大跨度屋盖结构抗

风研究中也得到了一定的应用。 

封闭平坦的大跨度屋盖是大跨度屋盖中比较常见的结构形式之一，其结构体

系通常为梁支撑空间屋盖和空间桁架或其它整体式屋盖。前者的第一阶模态为梁

在竖向的振动，可以用一维正弦曲线描述；而后者在风荷载作用下屋面发生类似

弹性薄板的竖向振动，第一阶模态可以用两个正弦曲线的乘积形式描述[3; 7; 46; 

66; 67; 68; 69]。Uematsu等[3; 7; 46; 66; 67; 68; 69]把GLF定义成最大风致响应与

平均响应的比值，设计风荷载便可以方便地表示成为平均风荷载与GLF的乘积形

式。结合风洞试验，作者对这些几何形状较为规则、对称和简单的不用考虑内压

的封闭式大跨度屋盖的GLF进行了比较系统的研究，并建立起一系列的GLF经验

公式。 

需要说明的是，尽管文献[3]第一次提到了多阶模态力，但是文献[3; 7; 46; 66; 
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67; 68; 69]在计算GLF时还是仅仅考虑了第一阶模态力，这是因为在所研究的大

跨度屋盖中，响应主要由第一阶模态控制，对GLF进行研究时，常常只需考虑第

一阶模态力作用的结果。 

Uematsu提出的方法[3; 7; 46; 66; 67; 68; 69]优点在于计算简便、快捷，但是

该方法主要还是考虑位移响应的影响。Kareem等[56; 59]指出：尽管GLF最初是

对任何荷载效应定义的，但是实际上它是基于位移响应的，也就是说GLF本质上

是峰值位移响应和平均位移相应的比值(笔者注：文中称为DGLF，又称为

traditional GLF)，并且该因子不加区别地应用到其它响应，这样默认为对任何结

构响应的GLF与位移响应因子一样，这将产生不正确的ESWL估计。也即根据位

移响应获得的GLF所确定的ESWL保证了最大位移的正确估计，却没有考虑风荷

载的等效与其它响应有关，按照位移等效的确定的风荷载不一定能成为结构其它

响应的最不利荷载[65]。对于大跨度屋盖，存在多荷载分布、多等效目标响应的

特点[70]，因而仅仅考虑位移响应的GLF是不够的和不正确的。Lou等[9]基于准

定常假定，对一柔软弹性方形大跨平屋盖的风致抖振响应和加速度的GLF (笔者

注：文中称为风荷载因子wind load factor)进行了研究。作者[9]发现：GLF在不同

点上是不同的，它在屋盖上的分布是一个曲面，与第一阶模态的形状相似；GLF

随着风向角的变化而急剧变化，屋盖上的GLF的最大值在0度时大于45度，尽管

位移响应在0度时稍许小于45度；同时GLF随风速和屋盖柔性的增加而适度地增

加。 

同时Uematsu提出的方法[3; 7; 46; 66; 67; 68; 69]在计算位移响应时没有考虑

结构的非线性，这对比较刚性的大跨度屋盖是合适的，对于柔性大跨度屋盖，需

要考虑结构非线性影响。对于非线性结构，上述GLF法会低估结构响应，导致设

计的不安全[71; 72]。Shen等[40]对双曲抛物面悬索屋盖的GLF进行了研究。基于

时域分析，作者[40]首先用随机振动离散方法计算了该几何非线性体系的风致响

应——节点位移响应和索单元内力响应，然后基于使用极限状态提出了两种响应

的最值动力系数(即GLF)，为了便于实际设计，作者[40]最后提出了椭圆形和菱

形屋面的控制响应的与荷载参数、结构参数和几何参数有关的GLF经验公式。

Suzuki等[73]对一结构外形相对复杂的半刚性(弹性)单向悬索屋盖的风致响应和

GLF(笔者注：该文中叫荷载影响系数load influence coefficient)进行了研究，计算

中考虑了结构几何非线性，结果发现：主跨索内轴力的GLF几乎都是2.0，与跨

上位置无关；主跨上各点的竖向位移GLF从3.6变到6.5，因此依靠变形来定义一

个屋盖上任何位置的GLF特殊值是困难的；此外弯矩的GLF与竖向位移几乎有着

同样的特征。 

此外Uematsu提出的方法[3; 7; 46; 66; 67; 68; 69]仅考虑了一阶模态的贡献，
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忽略了高阶振型的影响，实际上对于某些常用的大跨度屋面结构的自振频率比较

密集，屋面结构的风致响应及GLF受高阶振型影响较大，高阶振型的贡献不可忽

略。为此文献[74]对一刚接单层格构式大跨圆屋顶的风致响应和GLF(笔者注：该

文中叫阵风影响因子gust effect factor)进行了研究。作者[74]认为在通常的设计风

速作用下，屋盖的动力运动可以用线性系统来表现，研究表明：对高矢跨比结构，

第一阶轴对称模态通常非常重要，GLF法能够用来估算屋盖上的ESWL (笔者注：

该文中叫做设计风荷载)，基于荷载效应(比如单元应力)的GLF大约为3.0；对低

矢跨比的屋盖，由于多阶非对称模态参与振动，由单一的GLF法就难以反映这种

多模态参与组合的情况，所以作者提出了组合多阶模态力来计算低矢跨比结构的

设计风荷载，即ESWL： 

      
1

M

e i i i Pi i
i

P P C sign P R 


                  (1.3) 

式中，  sign  为符号算子， P 为(时间)平均风荷载， iP 为第 i阶模态力  iP t 的(时

间)平均值， i 为第 i阶振动模态， Pi 为第 i阶模态力  iP t 的标准偏差， iR 为

第 i阶振动模态的共振放大因子， iC 与矢跨比、模态形状和模态阶数有关的常数，

作者给出了 iC 的一些试探性值。 

尽管上述GLF法使用很简单，但依然存在一定的局限性：①该方法给出的

ESWL与平均风荷载是同分布的，这个假定对小型结构可能是一个合理的假定，

此时空气动力学中的准定常假定是有效的，对于简单悬臂结构，通常产生能满足

期望精度要求的可以接受的结果，然而对于其它结构形式，GLF法可能产生令人

误解的结果[75]； GLF (② 笔者注：该文中说的是GRF)法是一种权宜之计，甚至

对简单结构所得到的结果都存在极大的变化范围[72]；③如果结构的平均风荷载

或平均响应为零时，GLF法是没有意义的[56; 59; 76]；④传统的GLF(笔者注：该

文中叫GRF)法是基于风荷载是平稳随机过程的假定，这对于大尺度风场系统是

合适的，因为此时该种风场是相当的平稳，然而当风荷载是非平稳随机过程如小

尺度的雷暴，用GLF法预测的ESWL会过于低估真实响应，得不到好的结果[77]；

⑤Li等[48; 78; 79]则强调指出GLF法在大跨度屋盖的稳定性分析中并不合适，较

大的GLF因子在某些情况下反而会导致结构较低的安全性，作者并从稳定性的角

度推导了单层球形网壳和单层柱壳的ESWL最不利分布(笔者注：该文中叫最不利

估计方法, the most unfavorable distribution estimation method)，能够保守地估算出

脉动风荷载对结构变形和稳定性的影响，并能够为下文将要介绍的Holmes提出的

方法[75]给出一个合适的参考响应。 

由上面分析可知，对于大跨度屋盖的ESWL，有必要寻找更加合理的方法。 

http://dj.iciba.com/%E5%8F%98%E5%8C%96/�
http://dj.iciba.com/%E8%8C%83%E5%9B%B4/�
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1.3.2 基于荷载响应相关系数法(LRC 法)的 ESWL 研究 

在大跨度屋盖的ESWL研究历史过程中，基于荷载响应相关系数法的ESWL

方法具有里程碑的意义，它大大地推动了ESWL研究方法的发展进程。 

1.3.2.1 荷载响应相关(load-response-correlation,LRC)系数法 

在结构的顺风向响应谱中，人们把风致响应分成平均响应、背景响应和共振

响应，以便对各个分量采取不同的措施来求解ESWL，正如文献[57; 65]指出：人

们对风致响应谱的分解第一次提供了把ESWL分解成静态贡献、准静态贡献和共

振贡献三部分的机会。基于上述风致响应谱，人们开始对结构的ESWL开始进行

研究，其中荷载响应相关系数(load-response-correlation ,LRC)法[71; 72; 80]理论起

了十分重要的作用。其实文献[57]在提出GLF时，已经注意到了脉动风风致响应

中存在背景响应和共振响应，但是在二者对应ESWL的求解问题上，一致没有进

行很好的区分，直到LRC法的提出。 

LRC法[71; 72; 80]是Kasperski等在研究低矮房屋风洞试验基础上发展起来

的一种基于荷载和响应之间的相关性来计算背景等效静力风荷载的方法，其表达

式如下： 

  ,i k ke i k r P PP r P g                         (1.4) 

式中，  e iP r 为峰值响应 ir 对应的ESWL模式，描述了最常见的极限荷载模式； kP

为平均风荷载；g 为峰值因子，其取值依赖于时间周期和响应的概率分布，这与

10分钟平均风速时距有关，一般说来，峰值因子值在2.5到5.0的范围内变化[78]， 

不过Tamura等[81]却发现根据不同地点、不同荷载效应求得的内力的值峰因子取

值差异较大； ,i kr P 为脉动风荷载 kP 和峰值响应 ir 之间的相关系数，又叫权重因子；

kP 为脉动荷载 kP 的均方根。 

如果平均风荷载或平均响应等于零，GLF法得不出什么结果，而LRC法对这

两种情况都有解，因而LRC法是一个更加普遍和全面的方法[72]。设计中不止考

虑一个响应时，关于哪一个荷载用于哪一个响应的问题，GLF法需要更多和更进

一步的评论，而LRC对此加以了解决，它会产生一个更易懂的ESWL概念[72]。

因为相关性分析过滤掉了对所考虑的响应没有贡献或贡献很小的脉动荷载部分，

从而体现了对响应有效的脉动荷载分布[71; 72]，LRC法提供的荷载分布是一种

最可能的、能够真实发生的分布，具有明确的物理含义[58; 72]。对于有着相同

几何形状及其关联的风荷载特征但不同结构体系的建筑，GLF法通常对每个体系

需要定义不同的ESWL，而这些ESWL将彼此完全不同，GLF因子也将在负无穷

大到正无穷大的范围内变化，但是LRC法定义的极限荷载分布对于不同的静力体

系或多或少是相似的[58; 71]。无论荷载过程是Gaussian过程还是非Gaussian过程，

http://dj.iciba.com/%E7%BB%93%E6%9E%9C/�
http://dj.iciba.com/%E6%9B%B4/�
http://dj.iciba.com/%E8%AF%84%E8%AE%BA/�
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LRC法均能给出很好的真实荷载模式[71; 72](笔者注：Tamura等[81]认为LRC方法

用来估算框架一般地点的真实极值风荷载是有效的，但唯一例外情况就是陷于前

缘附近的框架处，该处的非Gaussian特征是显著的。)。LRC法使得结构工程师和

风工程师有了一个强有力的工具去逼真地描述具有准静态特性的线性结构的风

效应，对于一个弱的非线性结构，LRC法所得结果也非常接近，从而使安全、经

济的设计成为可能[72]。 

在ESWL方法的发展中，LRC法是一个重要的里程碑，在坚实的理论基础上，

它使准静态的背景脉动风荷载的期望ESWL分布用公式表示成为可能，当共振响

应可以忽略时，LRC方法能够用来确定共振响应的ESWL分布分量，但是LRC方

法不能考虑共振放大的可能性[75; 82]。而实际上对于大跨度屋盖结构尤其是柔

性大跨度屋盖结构，其风致响应需要考虑共振影响，对应的等效风荷载也需要考

虑共振影响。 

1.3.2.2 基于 LRC 系数法的与结构振动模态有关的 ESWL 研究 

Holmes[75]认为类似在体育运动场的大跨度屋盖中，背景响应和几阶共振响

应非常重要，其总的峰值响应表达式为： 

    2 2 2 2

,1 ,2 ,3T B R R Rr r r r r r                      (1.5) 

式中， r 表示平均响应， 
Br 表示最大背景响应，

,R ir 表示  1,2,i i   阶模态的最

大共振响应。式(1.5)就是常用的SRSS法，它基于结构的振动模态之间是非耦合

的假定。 
相应ESWL的三分量(包括平均分量、背景分量和共振分量)表示法为[75]： 

         ,1 ,1 ,2 ,2e B B R R R Rp z p z W p z W p z W p z             (1.6) 

式中， BW 、  , 1, 2,R kW k   分别为背景风荷载、第 k 阶惯性力(仅含共振区的能

量)的权值系数，与响应有关。 

Holmes方法的背景分量是脉动引起的准静态荷载，相当于考虑了所有的结构

振动模态的贡献[58]。 

Chen等[70]也利用三分量表示法对大跨度屋盖的ESWL进行了研究： 

         b r
e b e r eP P sign r w P w P                   (1.7) 

式中， P 、 b
eP 、 reP 分别表示ESWL的平均分量、背景分量和共振分量；

bw 、 rw 分别表示背景分量和共振分量的权重因子。 
在文献[70]中，作者指出：由于大跨度屋盖体型复杂，流场存在明显的三维

效应和不稳定性， P 常需要通过风洞试验或CFD数值模拟方法来确定； b
eP 用

LRC-POD方法确定，可以表示成脉动风场的各阶主导本征模态与其对应的加权
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因子乘积的线性组合形式； reP 用通过Ritz-POD方法选出的结构主导模态的惯

性力表示。在Chen等提出的方法[70]中，作者建立了ESWL与风荷载基本特征(比

如平均风荷载和CPT模态)和结构动力特性(比如振动模态和Ritz向量)间的直接联

系。 

在用三分量方法计算其中的共振分量时，Holmes[75]和Chen等[70]均假定结

构模态间的耦合作用可以忽略。事实上，在求解大跨屋盖ESWL的共振分量时，

需要考虑多模态之间的耦合影响[17]。Zhou等[17]同样采用三分量方法计算大跨

屋盖的ESWL，其中作者基于计算共振分量的修正SRSS法，提出了用LRC法和考

虑模态耦合系数的惯性风荷载相结合来表示大跨屋盖脉动风荷载的ESWL：用

LRC法计算脉动风荷载的ESWL的背景分量，用考虑模态耦合的惯性风荷载法计

算脉动风荷载的ESWL的共振分量。 

与三分量表示方法不同的是，Fu等[83]认为没有必要把(脉动)动力响应分解

成背景分量和共振分量，可以把大跨度屋盖的ESWL表示成平均分量和动力分量

二分量之和，其中动力分量为每个关心的振动模态所贡献成分的一系列线性组

合，相当于考虑了三分量中的背景分量和共振分量之和： 

   
1

j

m

e j q j
j

P p g P W


                       (1.8) 

式中， g 表示峰值因子； p 表示平均风荷载；
jq 表示第  1, 2, ,j j m  阶模态

位移  jq t (笔者注：该文中用到了模态位移叠加法)的均方根； jP 表示第 j 阶模

态的惯性力； jW 表示ESWL中的第 j 个成分的权重因子。 

在文献[83]中，作者认为没有必要直接计算荷载和响应的相关性，因为通过

传统方法计算该相关性是比较困难的；作者[83]也认为该方法的关键优点在于总

动力响应直接可采用CQC法来计算；和文献中现行方法相比较，该方法能够用于

所有种类的复杂结构(比如有着三维多模态耦合响应和密集自振频率的大跨桥

梁、大跨度屋盖或高层建筑)；对于时空变化的风荷载，用该ESWL模式不仅对简

化设计风荷载(该荷载有助于修正目前的设计标准和规范以便准确预测结构上的

风效应)的确定非常有吸引力，而且为设计实践中的风洞试验数据的直接应用建

立了有价值的框架。 

不过需要指出的是：Fu等提出的方法[83]的计算(尤其是 jW 的计算)过程是比

较复杂的；此外在推导公式过程中认为风致位移响应有着准静态特性，这对于比

较刚性的大跨度屋盖可能是比较恰当的，而对于比较柔性的大跨度屋盖，在这一

点上值得商榷。 

在上述方法[17; 70; 75; 83]中，存在着一些共同的缺陷： 

1) 文献[70; 75]虽然考虑了背景和多个结构参振模态的共振响应，但令人遗
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憾的是必须假定参振模态之间能够很好地分离或模态间耦合响应不明

显，而常见的大跨度屋盖结构不仅要包含多模态的贡献，而且应该考虑

不同模态响应之间的耦合影响。虽然文献[17; 83]在响应分析和ESWL求

解中考虑了多模态响应贡献和模态响应相关性(笔者注：即考虑了不同模

态响应之间的耦合影响)，但是分析过程比较复杂，并不适宜工程应用； 

2) 在上述方法中，都牵涉到结构振动模态的选取，究竟该选取多少阶模态

和怎样选取主导模态，这些问题一直是大跨度屋盖结构风致响应和ESWL

计算中的难点。虽然Chen等[70]对此进行了一定研究，但定性分析和定量

分析还值得进一步研究的必要。 

由以上分析可知：已有的与结构振动模态有关的ESWL计算方法并不完美，

因而有必要寻找更加精确的方法。 

1.3.3 一致静力等效风荷载 

风致响应在时间和空间上都是多变的，因而所有结构单元的最大(绝对值最

大)荷载响应不会同时发生；但在设计的初步阶段，能得到所有结构单元同时产

生最大荷载响应的一致静力等效风荷载(universal ESWL, U-ESWL)分布是有很用

的，尽管在结构设计阶段可能存在一些小的变化[84]。一致静力等效风荷载表达

式如下[84; 85]： 

    eP C                           (1.9) 

式中， eP 表示一致静力等效风荷载，  表示脉动风场的CPT本征模态，其中

列向量为CPT模态，表示荷载的空间分布形式； C 表示贡献系数列向量，由下

式进行求解： 

        0o rr I C R C                     (1.10) 

式中， or 表示所有结构单元的最大荷载效应； rI 表示影响函数矩阵，其中列

向量为单位力引起的响应，如果 or 为节点位移等效目标响应，[ ]rI 便为结构柔

度矩阵。 

由式(1.10)可知：如果 0R 是正规的并且是可逆的，则 C 有唯一的精确解，

由式(1.9)所确定的 eP 是唯一精确的ESWL；如果式(1.10)中未知数的个数远远大

于联立方程组的个数，则 C 的解不唯一，由式(1.9)所确定的 eP 也不唯一；如

果式(1.10)中未知数的个数远远小于联立方程组的个数，则 C 的精确解不存在，

但可以用最小二乘法得到其近似解，此时由式(1.9)所得到的 eP 也只能是近似的

ESWL，不过在范数意义上是最优的。 

由式(1.10)可知，一致静力等效风荷载方法直接从风场CPT模态出发求解结构

的ESWL，与结构振动模态无关，因而它避开了选取振动模态以及考虑振动模态

耦合的麻烦。也就是说采用与结构振动模态无关而仅与风场CPT模态有关的
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ESWL计算方法具有如下优点：与空气动力特性有关，更加真实地考虑了风场的

时空变化；此外与基于LRC系数法的ESWL研究相比，它简化了荷载响应之间相

关性的计算。 

不过需要指出的是，文献[84; 85]用到最小二乘法在求解 C 时，经常遇到未

知数个数远远小于联立方程组个数的情况，当等效目标响应不为(绝对值)最大值

时，误差往往较大，得到的ESWL也常是近似值；此外文献[12; 13; 20]在用CPT

模态计算结构响应时，仅仅考虑了响应的背景分量部分，因此文献[70; 75; 82]在

采用CPT模态计算大跨度屋盖的ESWL时，也仅仅计算了背景分量部分，该方法

用来计算刚性屋盖的ESWL是比较合适的，而对于共振响应比较突出的大跨度屋

盖，用该方法计算的ESWL并不能真实反映荷载情况。 

通过对以上所有ESWL方法的对比分析，笔者认为采用与结构振动模态无关

而与风场CPT模态有关的ESWL计算方法不失为一种计算大跨度屋盖ESWL的简

单易行的方法，但需要进行一定的改进。 

1.4 目前大跨度屋盖研究存在的主要问题和不足 

时至今日，各种形式的大跨度屋盖在社会经济和文化交流中发挥着越来越重

要的作用，大跨度屋盖的抗风研究日益受到人们的重视。尽管在大跨度屋盖的抗

风研究已经取得了比较丰硕的成果，但是依然存在一些主要问题和不足： 

1、风荷载特性的分析。目前有部分研究者在对大跨屋盖进行抗风研究时，

首先对风荷载特性进行研究。比如数学分析中的本征正交分解(POD)理

论已经在大跨屋盖的风荷载特性分析中得到了大量的运用。尽管关于风

场的 POD 理论已经非常完善，但是既有方法在考虑风场本征模态的贡献

时，常常仅限于本征值的相对大小来判断，因此不能完整地分析风场，

需要综合其它相关参数进行风场分析。 

2、风致响应的计算有待深入研究。目前现有的频域计算方法较能有效地考

虑一些结构形式简单、线性特征突出的大跨度屋盖风致响应，但是不能

比较准确地计算出结构形式多样化、非线性明显和动力反应复杂的大跨

度屋盖风致响应，因而有必要寻求其它更加精确的方法。综合考虑结构

特征和风荷载特征，利用经典的时域方法对大跨度屋盖的风致非线性响

应(包括风致线性响应)进行研究便是一个很好的选择。 

3、ESWL 也有待进一步研究。现有方法主要针对结构构件数量较少、结构

形式简单、结构风致响应简单的大跨度屋盖；而且某些方法的计算过程

和计算理论比较复杂，不太适合工程运用。随着科学技术的发展，结构

构件数量众多、结构形式复杂的大跨度屋盖会如雨后春笋般涌现，因而
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风致响应也会变得异常复杂。如何寻求一种能有效解决这种复杂大跨度

屋盖的而且计算方法简单、计算精度较高、工程实用性强和能充分反映

出复杂风致响应的 ESWL 计算方法，值得广大研究人员深思熟虑。 

1.5 本文的研究目的和主要内容 

针对目前现有大跨屋盖中的风场POD理论、风致响应和ESWL理论成果的不

足，本文主要对这些方面的问题进行理论上的研究，以期更加深入掌握这类结构

的风致响应特性和ESWL特性。 

本文的主要内容具体安排如下： 

第1章为绪论。本章主要对现有大跨度屋盖风致响应和ESWL的理论成果进行

评述，为本文的主要研究内容奠定基础。 

第2章为本征正交分解(Proper Orthogonal Decomposition,POD)法在风荷载分

析中的运用。本章主要对POD的相关知识进行介绍，并通过算例来了解POD的分

析过程，为第5章大跨度屋盖脉动风ESWL的研究奠定基础。既有方法在考虑风

场的贡献时，常常仅限于本征值的相对大小来判断，本章提出可以综合其它相关

参数一起分析风场的贡献，有助于正确理解风场。 

第 3章以大跨预应力索网屋盖为例对大跨度屋盖的几何非线性问题的基础理

论进行研究，便于为第 4 章大跨度屋盖几何非线性问题的应用研究奠定理论基

础。本章首先简要地阐述了经典的几何非线性有限元理论，然后据此有针对性地、

系统地推导了预应力鞍形索网屋盖的几何非线性有限元理论。初应力刚度矩阵是

预应力索网屋盖非线性计算过程中一个非常重要的参数，本章采用新的叠加方法

对该矩阵进行了推导，并推导出整体坐标系下初应力刚度矩阵的新形式。 

第4章为大跨度屋盖几何非线性问题的应用研究，是本文主要研究内容之一。

在第3章的基础上，本章对大跨预应力索网屋盖设计过程中的结构找形尤其是结

构风致响应进行了详细地研究。在对结构进行风致响应计算时，本章采用了三种

不同方案进行对比分析，发现结构的风致响应可以近似看成是在平均风荷载引起

的几何非线性响应基础上叠加脉动风荷载引起的线性响应的结果。 

第5章为大跨度屋盖脉动风ESWL的研究，该章也是本文主要研究内容之一。

本章采用与结构振动模态有关的惯性力组合法和与结构振动模态无关而仅与风

场CPT模态有关的方法两种方案对ESWL进行研究，得出了一些适应于求解复杂

大跨屋盖ESWL的新方法。新方法结合了风致响应的特点，具有物理含义明确、

计算方法简单和计算精度较高的优点，同样可以适用于求解其它复杂结构的脉动

风ESWL。 

第6章为结论。本章系统总结了本文在理论计算方面所取得的一些成果，最
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后对有待进一步研究的问题提出了建议。
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第 2 章 风场中的本征正交分解法 

2.1 引言 

本征正交分解法(Proper Orthogonal Decomposition,POD)是一种强有力的数

学统计工具，是分析复杂随机场的有效手段之一，它把传统数学领域中很多概念

延伸到了随机过程中，自20世纪40年代以来，它便在不同的领域得到广泛地应用

[12]。在结构风工程领域，自从Armitt[86]将POD用于考虑冷却塔的风压脉动后，

该方法便在风工程领域研究中得到了广泛应用。以此来简化各种结构表面的风荷

载计算[46; 87; 88; 89; 90; 91; 92; 93; 94; 95; 96; 97; 98; 99; 100; 101; 102; 103]和

对风场进行预测和模拟[74; 104; 105; 106; 107]。并用来计算结构的风致响应[12; 

13; 14; 19; 20; 23; 108; 109; 110]以及进行静力等效风荷载的研究[75; 84; 85; 

111]。 

在本文第 5 章大跨度屋盖脉动风 ESWL 的研究内容中，需要用到 POD 方面

的知识，因此本章就 POD 的相关内容进行必要阐述，并通过算例来了解 POD 的

分析过程，为 ESWL 的研究奠定基础。 

本章首先对 POD 的基本原理进行阐述，对 POD 的数值计算过程及各个参数

的性质进行阐述，并重点分析了两种不同风场——整体风场和脉动风场中 POD

理论的区别和联系，以期正确理解脉动风场的 POD 理论。最后本文采用一个复

杂的大跨屋盖对 POD 的理论进行全面系统的阐述。 

尽管关于风场的 POD 理论在风场特性分析方面已有很多的运用，本章还是

提出了一些新的观点：既有方法在考虑风场本征模态的贡献时，常常仅限于本征

值的相对大小来判断，本章提出可以综合其它相关参数一起分析风场本征模态的

贡献，有助于正确理解风场；此外因为主坐标性质比较简单，而风场性质比较复

杂，而二者之间具有一定的等价性，本章也建议用主坐标的性质来研究风场性质。 

2.2 POD 基本原理 

2.2.1 POD 简介 

POD 方法是 Lumley 在 1967 年提出的，其数学原理是 Karhunen-Loève 展开，

它有着不同的称呼：主成分分析(Principal Component Analysis)或霍特林分析

(Hotelling Analysis)、经验成分分析(Empirical Component Analysis)、准简谐模态

(Quasi-Harmonic Modes)分析、奇异系统分析(singular systems analysis)、奇异值分

解(Singular Value Decomposition)、经验本征函数分解(Empirical Eigenfunction 
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Decomposition)等等，它与应用在心理学和经济学中的因子分析(Factor Analysis)

技术密切相关[112; 113]。 

POD 的优点在于它能够大大减少再现原始现象所需要的存储数据量，因而常

被看作为一种独特的过滤技术和数据压缩工具，起着较大的优化作用[20; 87; 88; 

114; 115; 116; 117; 118; 119; 120; 121; 122]。和其它线性正交分解方法相比，POD

一个引人注意的特点是它提供了随机场的一种优化表示法，因而适用于获得复杂

随机场的低维描述[123]。POD 也可以对不完善的、有缺陷的和丢失的数据进行

修补和重建以便获取完整数据[104; 124]。 

POD 分解可以用于时域和频域分析，其变换通常有两种形式[12]：①当 POD

用于时域分析时，根据随机场协方差矩阵获得的正交模态称为协方差模态，此时

POD 变换可称为协方差本征变换(Covariance Proper Transformation,CPT)，通常协

方差模态简称为 CPT 模态；②当 POD 应用于频域分析时，根据随机场互功率谱

密度矩阵获得的正交模态称为谱模态，此时 POD 变换可称为谱本征变换(Spectral 

Proper Transformation, SPT)[12; 13; 19; 20; 108; 110; 125; 126]，通常谱模态简称为

SPT 模态。 

在上述两种形式的变换中，第①种形式的POD变换不包含随机场的平均分

量，而只研究其脉动分量部分[113; 114]，即所研究的随机场为零均值随机场[13; 

20]，本章在下文中对不包含平均风荷载而仅含脉动风荷载的风场称为称为脉动

风场。本章下文中还牵涉到由随机场自相关矩阵得出的模态，此时的POD变换为

相关本征变换(Correlation Proper Transformation)，本章对此变换得到的模态也不

加区别地称为CPT模态，把相关本征变换所采用的风场称之为整体风场，它是平

均风荷载和脉动风荷载的总和。在第5章的ESWL研究内容中，不涉及上面的第

②种变换形式，因而本章只介绍CPT的相关内容。 

    POD 的基本原理是将一个随机场表示为一系列正交基函数的线性组合——

即正交基函数的级数展开形式，使得随机场相对于基函数的各个分量互不干扰 

[127; 128]。这些确定性正交基函数称为 POD 模态(或经验本征函数、形状函数)，

而正交基函数的组合系数称为 POD 的主分量。POD 定义了一个新的 Cartesian

坐标系，以此来识别协方差主方向(即模态)，沿着这些主方向的随机场分量叫做

协方差本征分量或协方差主分量(即主坐标)[126]。POD 能够有效再现原始脉动现

象的新坐标系，有助于我们更好地理解物理现象[87; 114]，它是一种有效的线性

坐标变换技术[114]。 

一般来说，POD 特征值的大小决定了模态贡献的大小。特征值越大，模态

贡献越大，因此 POD 的数值优点便在于随机场常常可以通过截断较小本征值对

应的高阶模态后的降阶表示法来加以描述[20]，文献[19; 89; 91; 114]等已经证明



第 2 章 风场中的本征正交分解法 

 25

了基于 POD 技术对风荷载的高阶模态截断后，有助于加速总体风荷载及其风致

响应的计算。当然降阶表示法必须保证随机场的重要特征没有变化，得出的修正

结果是可以接受的[20]。 

2.2.2 POD 基本原理的数值计算过程及特性 

首先在此强调的是，本章在阐述 POD 原理时不加区别地把随机场当作风场。 

POD 展开技术有离散型和连续型两种情况[12]，风洞试验获取的数据往往是

一组离散型数据，因此在 POD 展开技术中常常应用到离散型 POD 技术[12; 20]，

在本章中只介绍离散型 CPT，相关结论可类推到连续型 CPT 中。 

2.2.2.1 特征方程的建立及其求解 

POD 特征方程的推导方法很多，本章参考文献[129]中利用拉格朗日乘子法

求解优化问题的思路，来进行推导。 

现设  , , ; M N
k k k iP P x y z t R     (符号 M NR  表示M 行 N 列的实矩阵)是结构

上的离散型风场矩阵，风荷载的单位为国际单位。此处的  , , ;k k k iP x y z t 是空间

位置  k k kx y z, , 处的三维方向合力时程，如果把  , , ;k k k iP x y z t 在 Euclidean 空间

中分解成 3 个方向的时程，则 3M NP R  ，以下本征值、模态相应的个数以及模

态中元素的构成也要发生相应的变化。在上述参数中， N 表示 P 所作用的节点

数；  1, 2, ,it i M  表示离散时间点，M 表示试验时测点采样样本总长度(个数)。

为计算方便，令P 中列向量为风荷载时程。 

POD 分析的主要目的便是寻找确定性的坐标函数  k k kx y z , , (简写为 k )即

模态或基，使 k 与一组随机风场P 的所有元素是相关的，并进而可以提取出风场

的主坐标， k 是通过使P 在 k 上的投影(即内积)最大化推导而来，也就是从概率

分析的观点来实现，即[87; 89; 114]： 

 max , kP


                           (2.1) 

式中，符号  ,  表示内积算子；max 表示求最大值。 

式(2.1)正负号不确定，可以对式(2.1)在时域内进行均方求值使其正定并正则

化如下： 

  2

2

,
max

k

k

E P






                        (2.2) 

式中，  E  表示统计平均算子；  表示模；  表示 Euclid 范数。 

为了得到唯一的 k ，将其规格化而规定
2

1k  ，这就是一个带有约束方程

的优化问题，可以用拉格朗日乘子法[130]进行求解，对应的关于 k 的拉格朗日
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函数为： 

    2 2
, ( 1)k k k kL E P                       (2.3) 

式中， k 为拉格朗日乘子。 

因为 k 为离散型空间位置函数，所以  kL  不便于对 k 求导，对其自变量 k

加上一个微增量 再对 求导： 

 
0

0k

d
L

d 


 

                         (2.4) 

利用复合函数求导方法对式(2.4)展开可得： 

    
     

       
    

2 2

0 0

0

, ( 1)

2 , ,

2 , , , 2

2 2 0

k k k k

k k k

T
k k k k k k

T
k k k P k k k

d d
L E P

d d

E P P

E P E P P

E P P R

 



     
 

    



 

 



        

     

     

    

   

  

      

     

P λ

  (2.5) 

式中， PR 表示P 的空间自相关矩阵，其中的第 i行第 j 列相关系数为： 

               
:, :,

, :, , :, 1, 2, ; 1, 2,

T

P

P i P j
R i j E P i P j i N j N

M
          

(2.6) 

式中，   :,P i 表示P 中第 i列向量，T 表示列向量的转置。 

由于 是任意选取的，因而由式(2.5)得出特征方程： 

P k k kR                              (2.7) 

式(2.7)也叫齐次弗雷德霍姆积分方程式(Homogeneous Fredholm Integral 

Equation)或线性齐次代数系统[12]。然后由式(2.7)可以求解 PR 的非平凡解，为本

征值 k 和模态 k 。在本章中， ( 1, 2, )k k N   默认为一个列向量。 

本章在 POD 分析中还牵涉到协方差(去掉平均值)矩阵，其特征方程形式为： 

P k k kC                              (2.8) 

式中， PC 为协方差矩阵，其中第 i行第 j 列协方差为： 

       
             

       

, cov :, , :,

:, :, :, :,

, :, :,

P

T

P

C i j P i P j

P i E P i P j E P j

M

R i j E P i E P j

   

       

        

      (2.9) 

式中，  cov  表示协方差算子。 

由式(2.6)和式(2.9)不难得知，当风场为脉动风场时， PR 和 PC 是完全一致的。
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在本章中， PR 和 PC 的本征值和模态不加区分地以相同的符号表示。 

在求出所有的 k 和 k 后，需要对 k 按从大到小的顺序进行降序排列，并对 k

进行相应的排序，本章中本征值和模态都是已经排序后的结果。 

2.2.2.2 本征模态性质 

1、 正交性 

PR 和 PC 均是对称正定实矩阵，它们的本征值是实数且是正数，模态是实向

量[12; 13; 20]，且满足下面的正交性条件[12; 123]： 
T I                           (2.10a) 

和 
T

PR                          (2.10b) 

或 
T

PC                          (2.10c) 

式中，  1 2, , N K
K R      表示模态矩阵；  1 2, , Kdiag      表示本征值

组成的对角矩阵。 

由式(2.10b)和式(2.10c)， PR 和 PC 分别有如下形式的谱分解[12; 13]： 

2

1 1

K K
T T

P i i i i i
i i

R    
 

                  (2.11a) 

2

1 1

K K
T T

P i i i i i
i i

C    
 

                  (2.11b) 

模态的正交性意味着每阶模态在空间是独立的[113]。 

2、 贡献性质 

在模态矩阵中，第一阶模态包含了最大的能量，其次是第二阶模态，依此类

推[95]。 

在用 POD 进行结构抗风研究时，常常需要多阶本征模态。在对风场进行重

构以及对风场进行预测时，文献[20; 89; 95; 104; 106; 123]均阐述了考虑多阶模态

的必要性。而在计算结构风致响应时，文献[102; 123]也发现要想准确求得结构

的响应，也需要考虑多阶模态的影响。文献[20; 123]从物理机理上对是否需要多

模态进行了解释：当考虑的随机场在不同空间尺度上是强相关(即相关性好的随

机场)时，POD 降阶表示法特别有效，它使得原始随机场在少数前几阶模态的投

影保持着大部分能量；而相关性弱的随机场尤其是在表示小尺度湍流的高频脉动

时，需要相对较多的模态，因此 POD 降阶表示法的有效性便受到一定限制。 

整体风场中第一阶模态常常占据着绝对重要的地位，利用其重构风场时可以

很好再现整体风场总特性[87]。由下文分析可知，对于脉动风场，第一阶模态的
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贡献并不显著，常常需要考虑多阶模态的贡献。Tamura[114]对此进行了说明：

一般而言，包含平均分量的整体风场会导致第一阶模态的贡献比例很大，比如可

以达到 98%或 99%，并且第一阶模态几乎与风场的平均分量相同，这意味着包

含平均分量的第一阶模态形状几乎与风场的平均分量分布相似。因此包含了平均

分量的整体风场歪曲了真实的模态，很明显那样的模态不能帮助我们理解随机风

场，应用在 POD 分析中的风场应该是减去平均值后的脉动风场。 

3、 其它性质 

对于模态形状，和低阶模态相比，高阶模态是越来越复杂[123]。此外不同模

态和不同物理现象之间往往有联系[91; 131]。  

2.2.2.3 主坐标函数求法及性质 

1、 主坐标函数求法 

当求出模态后，模态矩阵便组成一个多维正交线性空间，然后便可以提取

出风场P 在模态上的投影，即主坐标函数(以下简称主坐标)矩阵[113]： 

  M Kc t P R                       (2.12a) 

其中的某一个主坐标为[113]： 

   1 1, 2,M
i ic t P R i K                   (2.12b) 

式中，  ic t 列向量为一个时程，也叫模态时间函数[113]。 

2、 主坐标性质 

下面按风场类别分情况讨论主坐标的性质。 

1) 脉动风场中的主坐标性质 

由(2.12a)可得主坐标的均值表达式为： 

      1 KE c t E P E P R                     (2.13) 

对于脉动风场有    0E P  ，因而    0E c t    ，这说明  c t 是一个零均值

随机过程。 

由式(2.12a)可得  c t 的协方差矩阵，见式(2.14)，该式也建立起风场协方差与

主坐标协方差之间的关系。 

  cov T
c PC c t C                      (2.14) 

由前文可知，对于零均值随机过程，其方差矩阵 cV 、相关矩阵 cR 和协方差矩

阵 cC 实际上是一致的，即有： 

   ,1 ,2 ,var , , ,c c c c KV c t diag V V V                 (2.15) 
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       
,

T

c

c t c t
R E c t c t

M

                        (2.16) 

在式(2.15)中，  var  表示方差算子，  , 1, 2, ,c iV i K  表示  ic t 的方差，  diag 

表示求对角矩阵，下文相同。 

    在式(2.16)中， i阶和 j 阶主坐标的互相关系数为： 

     
     

, ,

T

i j

i j i ij

c t c t
R i j E c t c t

M
              (2.17) 

式中， ij 表示 Kronecker delta 符号：当 i j 时， 1ij  ，  ,R i j 为自相关系数，

也表示离散型随机过程中的任意一样本函数  ic t 的均方值为  2
i iE c t     ，还

等于其方差；否则 0ij  ， , 0
i jc cR  。 

式(2.14)～式(2.17)都表明  c t 是线性无关的随机过程[126]。脉动风场主坐标

的无关性意味着每阶模态在时间上是独立的[113]。 
 在振动理论中，位移的均方值通常用来度量系统的振动能量[132]。笔者认

为用均方值也可以作为其它随机变量或随机过程能量的度量单位。据此不难求出

 c t 的均方值  2E c t  来表示随机过程  c t 的总能量： 

    2 2

1 1

K K

i i
i i

E c t E c t 
 

                       (2.18) 

式中，  2
i iE c t     反映了各阶主坐标的分布能量。 

    式(2.18)表明脉动风场的能量存在线性叠加的性质，所有主坐标均方值之和

等于所有本征值之和，即等于  c t 的总能量，这表明脉动风场的均方值可以作为

能量的度量单位。 

2) 整体风场中的主坐标性质 

整体风场的  E P 不为 0 ，由式(2.13)可知  E c t  也不为 0 ，即  E c t  中

的元素不一定全为零，所以整体风场的  c t 是一个非零均值随机过程。 

由式(2.12a)和式(2.11a)可以得到  c t 的相关矩阵： 

   , T
c PR E c t c t R                       (2.19) 

因为  c t 是一个非零均值随机过程，所以  c t 的协方差矩阵 cC 显然不等于

，也不为对角阵，表明由整体风场求得的  c t 是线性相关的随机过程，虽然  c t

的相关矩阵为对角阵。同样利用式(2.15)中方差算子求得的  c t 的方差矩阵 cV 也

不等于本征值矩阵。 

在用  c t 的均方值作为能量的度量单位时，整体风场中  c t 的能量性质与脉

动风场中  c t 的能量性质是一致的，具体见式(2.18)。 
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2.2.2.4 风场重构及风场性质 

在求出模态和主坐标之后，便可以用 POD 级数展开对原始风场P 进行重构： 

     
1 1

K K
T T M N

i i i
i i

P c t c t P t R 

 

                (2.20a) 

    T M N
i i iP t c t R                     (2.20b) 

式中，  iP t 表示第 i阶子风场。 

式(2.20)表明风场存在线性叠加原理，这样的处理方法与 Fourier 级数分解有

相似之处[133]。在式(2.20)中，主坐标表征了时间特性，模态表征了空间特性，

因而 POD 展开实际上是一种进行时空分离的分离变量法[88; 106; 112]。 

在式(2.20a)中，可以取K 项中的前一定数量  1 1K K K 的低阶模态截断来给

系统降阶，使得问题更一步简化，在工程上一般是可行的，也是最有效的[20; 

114]，风场重构时的降阶表示法 rP 如下[20; 89; 123]： 

   
1 1

1 1

K K
r T M N

i i i
i i

P c t P t R 

 

                  (2.21) 

下面按风场类别分情况研究风场的性质： 

1、 脉动风场 

首先需要说明的是，因为    0E c t    ，不难由式(2.13)的形式得知脉动风场

的中每阶子风场也是一个零均值随机过程，具体来说每阶子风场中每个节点的风

压时程的均值为零。 

由式(2.16)、子风场表达式及协方差表达式可以求出任意两阶子风场  iP t 和

  , 1, 2,jP t i j K  之间的协方差矩阵 ,Pi PjC 为： 

    
   

     

, cov ,

j

Pi Pj i j

T
Ti j

i j

T N N
i i ij

C P t P t

P t P t
E P t E P t

M

R  



             

 

         (2.22) 

式中，当 i j 时， 1ij  ， 2
,Pi Pi i iC  ，否则 0ij  ，  , 0Pi PjC  。式(2.22)表明

不同阶子风场之间是线性无关的。 

对于零均值的子风场，不难得知其相关矩阵 , ,Pi Pj Pi PjR C 。 

在用均方值作为能量的度量单位时，同样可以得到子风场  iP t 的总能量

 2
iE P t  以及原始脉动风场P 的总能量 2E P  为： 
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 
   2

TT T
i i i i

i i

c t c t
E P t sum diag

M

 

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式中，  sum  表示求和算子，下文相同。 

子风场  iP t 的总方差  iP tV 以及原始脉动风场P 的总方差 PV 为： 

   (var )
i i iP tV sum P t                     (2.24a) 
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式(2.24c)是利用原始风场求其总方差 PV ，式(2.24b)表明风场的方差也存在线

性叠加的性质，两式对脉动风场和整体风场均适用。此外，由式(2.23)和式(2.24)

可知在脉动风场中，均方值能量和方差能量是一致的，因而在脉动风场中用方差

来进行能量的度量也是合适的。 

2、 整体风场 

首先来研究每阶子风场的均值情况，由前文可知，在整体风场中，  E c t  中

的元素不一定全为零，所以得不出每阶子风场是一个零均值随机过程的结论，也

即并不是每阶子风场中每个节点的风压时程的均值为零。 

任意两阶子风场  iP t 和   , 1, 2,jP t i j K  之间的相关矩阵 ,Pi PjR 为： 

   
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Pi Pj i j i i ij

P t P t
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               (2.25) 

因为子风场并不都是零均值的随机场，所以式(2.22)对整体风场的子风场并

不一定完全成立，也就是子风场的相关矩阵 ,Pi PjR 不一定完全等于协方差矩阵

,Pi PjC 。这表明虽然对原始风场 P 同样可以进行级数展开，但不同阶子风场之间

可能是线性相关的。 

    用均方值作为能量度量单位时，可以得到子风场  iP t 的总能量  2
iE P t  以

及风场P 的总能量 2E P  的表达式仍然为式(2.23)。 

 因为子风场  iP t 不一定为零均值的随机场，因而式(2.24)对整体风场可能是

不成立的，需要重新定义如下： 
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      (var ) var
i i iP tV sum P t c t                (2.26a) 

    ( ) (var )
iP iP tV sum V sum c t                (2.26b) 

在此处需要强调的是，如果对 2.2.2.3 小节和 2.2.2.4 小节内容进行对比分析，

可以发现：两种风场中，主坐标的能量性质和均值与相应风场的能量性质和均值

是完全一致的，由于风场比主坐标复杂，因而通过主坐标能量性质和均值的研究

便可以很好了解风场相关内容，可以不再对风场进行研究。 

2.2.2.5 本征值性质 

由前文分析可知，本征值扮演着一个重要的角色。为了使降阶风场 rP 能够很

充分地接近原始风场，和原始风场相关较好的 1K 个模态必须要选出来。POD 基

模态和原始风场之间的相关性常借助本征值来表示，本征值越大，相应模态与原

始风场P 之间的相关性就越大[133]。 

如果需要对模态的贡献进行具体量化，则适合风场重建的模态数能用式(2.27)

的比值 ir 和式(2.28)的到 1K 阶模态累积比值 1Kr 进行判断[114]： 
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                     (2.28) 

式(2.27)也叫标准化本征值[89; 92]，反应的是总能量在每阶模态中的相对百

分率，因而也叫相对能量[104]。笔者认为式(2-27)还可以叫做模态的贡献系数或

参与系数，式(2-28)相应地可以叫做累计贡献系数或累计参与系数。 

文献[133]定义第 k 阶相关水平 kP ，以此来确定模态的贡献作用： 
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    式(2.29)动态反映了模态的贡献，可用来决定模态的截断程度。当 0.99kP  或

更高时，截断的模态数 1K 就满足了[104; 134]。 

由本征值的正定性可知： 

1 20 1KP P P                       (2.30) 

根据式(2.21)重构后的风场和原始风场之间存在一定的误差，其误差为[20; 

114]： 
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2.3 本征正交分解法的工程应用 

2.3.1 工程概况及结构概况 

某电厂干煤棚为落地三心圆柱面双层网壳结构，纵向长度B为140m，径向跨

度L为103m，高H为40m，如图2.1所示。该结构位于强台风区，基本风压(50年重

现期)达0.80Kpa。该结构为一个三维空间桁架结构，其杆件为弹性杆件。结构非

约束节点数为2450个，该结构的自由度为7350。 

2.3.2 风洞试验 

2.3.2.1 试验设备及测量系统 

干煤棚模型风洞试验是在同济大学土木工程防灾国家重点实验室风洞试验

室的TJ-2大气边界层风洞中进行的。风洞试验段高2.5m，宽3.0m，长15m，风速

为0.5-60m/s连续可调。 

压力测量和数据采集系统采用美国Scanivalue公司的64通道DSM3000电子压

力扫描阀，采样频率约为312.5Hz，每个测点采样样本总长度为6000个数据，对

应的采样时间是19.2s。 

2.3.2.2 试验概况 

试验模型为刚体模型，用有机玻璃板制成，具有足够的强度和刚度，在试验

风速下不发生变形，并且不出现明显的振动现象，以保证压力测量的精度。考虑

到实际建筑物的情况，选择模型的几何缩尺比为 1/150。风洞测压试验的参考点

风速为 12m/s。试验模型及风向角规定如图 2.2 所示，干煤棚方位及风向角定义

如图 2.3 所示。具体的风洞试验工况在文献[135]中均有详细介绍，这里不再赘述。 

结构模型风洞试验的测点共计 215 个，呈双轴对称分布，其具体布置见图 2.4。

由于模型内外表面同时受风，每个测点位置需布置 1 对测点，每对测点包括内、

外表面两个测压孔，以同步测量该点处内外表面的压力，而该测点最终的风荷载

为外、内表面压力之差。 
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图 2.1 干煤棚结构示意图 
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图 2.2 干煤棚风洞试验模型及风向角规定 
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0°180°

90°

图 2.3  干煤棚方位及风向角 图 2.4 干煤棚测压点布置俯视图 

2.3.3 本征正交分解法的应用 

文献[135]对有施扰干煤棚和没有施扰干煤棚的情况都进行了研究。限于篇

幅，本章以 90 度风向角且无施扰干煤棚的 B 类风场的风洞试验结果，对受扰干

煤棚进行 POD 的研究，此时的干煤棚方位及风向角见图 2.5。由于结构对称，由

图 2.4 可知，理论上结构左半边部分的风压和结构右半边的风压以中轴线为对称
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轴而完全对称。因此进行风洞试验时，可只测量半边结果，根据对称性可以得到

另外一半的结果，所以此种情况下，独立测压孔数目为 108 个。 

 

图 2.5 受扰干煤棚方位及风向角 

在本章下文进行 POD 分析时，将直接根据风洞试验结果所得的风压系数进

行分析。 

2.3.3.1 本征值 

由前文可知，本征值是 POD 方法中一个比较重要的参数，它是能量的一个

比较直接的度量单位，本章对此首先进行研究。 

1、 本征值的总个数 

由于篇幅限制，本章中只列出两种风场本征值的部分结果进行分析，见表2.1。 

表 2.1 风场本征值及贡献 

 脉动风场本征值 整体风场本征值 

模态阶

数 i  
本征值 108

1

i

i
i







(%) 累积百分比

（%） 
本征值 108

1

i

i
i







(%) 累积百分比

（%） 

1 0.1348 14.46 14.46 9.8444 91.97 91.97 

2 0.1061 11.37 25.83 0.1262 1.18 93.15 

3 0.0727 7.80 33.63 0.0941 0.88 94.03 

4 0.0532 5.70 39.39 0.0639 0.60 94.63 

5 0.0407 4.36 43.69 0.0425 0.40 95.02 

6 0.0313 3.36 47.05 0.0324 0.30 95.33 

7 0.0258 2.77 49.82 0.0279 0.26 95.59 

8 0.0236 2.53 52.35 0.0256 0.24 95.83 

9 0.0202 2.16 54.51 0.0204 0.19 96.02 



同济大学  博士学位论文 大跨度屋盖几何非线性和脉动风等效静力风荷载 

36 

续前表       

10 0.0200 2.14 56.65 0.0202 0.19 96.20 

              

108 2.1039e-4 2.2561e-2 100.00 2.1041e-4 1.9657e-3 100.00 

109 1.8743e-17   5.2185e-16   

由表 2.1 可以看出，模态阶数为 108 阶时，本征值还相对较大，而到了 109

阶时，本征值几乎为零，由前文本征值的递减排序方法可知后面的本征值将会更

小。这是由于试验时独立测压孔数目为 108 个，虽然试验的测点有 215 个，如果

仅从数学含义上按照式(2.7)或(2.8)可以得到 216 个本征值和模态，且不同模态之

间的数据差异不大，但是对风场进行 POD 分析时，其本征值的个数以及相应模

态的个数还是应该等于独立测压孔数目，所以本章下文中本征值和模态的总个数

都为 108。 

2、 本征值特性 

在脉动风场中，大跨屋盖结构常常由于前缘分离以及可能存在再附现象，屋

盖表面风压各点相关性较弱，因此往往前几阶本征值(尤其是第一阶本征值)所占

比例的优势并不明显，而且前几阶本征值相互之间所占比重的差异也不是很大，

前几阶模态起不了决定性的作用，中高阶模态的贡献不能随便忽略。这个特征由

表 2.1 中标准化本征值  %i i  一栏中明确地看出，因而对于本算例在对脉动

风场进行 POD 风场重构时，显然仅仅考虑第一阶模态显然是不够的和不正确的，

需要考虑多阶甚至中高阶模态的影响。如果按照文献[104; 134]的规定，本章中

脉动风场重构的模态阶数需要取到 89 阶。 

在表 2.1 中，整体风场的第一阶标准化本征值远远大于其它阶标准化本征值，

因而第一阶模态的贡献非常显著，起着决定性的作用，余下的模态几乎完全可以

忽略，该特点与文献[87; 88; 89; 93]所研究的整体风场本征值贡献特征几乎完全

相同：第一阶本征值超过了余下本征值大约两个数量级的幅度。因而笔者认为对

整体风场进行 POD 分析时，这个特点也会过分突出第一阶模态在风场中的作用，

从下文对其它参数的分析中也可以看出。 

在对结构进行风洞试验时，由于受到设备条件的限制，独立测点数往往大大

小于结构自由度的个数，模态的个数不会很大。笔者建议在计算机内存和计算速

度不是主要问题的今天，对风场重构尤其是脉动风场的重构应该尽可能考虑高阶

模态的影响，虽然 POD 的优势在于进行模态截断给系统降阶。 

2.3.3.2 主坐标 

由前文可知，某种程度上主坐标性质等价于风场性质，由于风场性质比主坐
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标性质复杂，因而可以通过主坐标的研究来间接地研究风场。前文中已经谈到两

种风场中不同主坐标之间的关系，在本工程中很容易得到验证，在此不予阐述，

本章只是讨论主坐标的某些重要性质。 

1、 主坐标时程 

用式(2.12)求出了两种风场中部分主坐标时称，见图 2.6 和图 2.7，图中时间

步长为19.2 6000 0.0032s 。 
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图 2.6 脉动风场部分主坐标 
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图 2.7 整体风场部分主坐标 

由图 2.6 和图 2.7 可知，两种风场中的每阶主坐标时程围绕均值上下波动，

表现出随机的特性，这与文献[87; 112]所得出的结论是一致的。 

2、 主坐标的均值、均方值和方差 

在随机振动领域中，一个随机函数  x t 的均值  E x t  、均方值  2E x t  和

方差  V x t  是三个重要的数字特征参数，它们之间的关系是： 

      2
2V x t E x t E x t                        (2.32) 

本章首先给出两种风场的每阶主坐标的均值，见图 2.8 和图 2.9。 
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图 2.8 脉动风场每阶主坐标的均值 图 2.9 整体风场每阶主坐标的均值 

由图 2.8 可知，脉动风场中每阶主坐标的均值为零，因而每阶子风场是一个

零均值的随机过程。 

由图 2.9 可知，在整体风场中，第一阶主坐标的均值非常大，而其它阶主坐

函数的均值很小，趋近于零，因此主坐标矩阵的非零均值特点主要体现在第一阶

主坐标上。对应于风场，第一阶子风场的均值很大，其它阶子风场的均值相比很

小，趋近于零，第一阶子风场几乎提供了整体风场全部的均值，其它子风场几乎

不提供整体风场的均值。 

在式(2.32)中，如果用方差、均方值和   2
E x t   来分别反映随机变量或随机

场的波动能量、总能量和均值能量，那么在脉动风场中，每阶主坐标均方值等于

方差，表明脉动风场中只有波动能量，不存在均值能量。此外主坐标均方值和方

差均等于相应的本征值，如果本征值是能量或参与模态度量的直接指标，那么主

坐标的均方值或方差均可以作为间接指标，据此也可以判断出在脉动风场中运用

POD 时考虑多阶模态或多个子风场的必要性。 

在整体风场中，由主坐标均值特点可知第一阶子风场几乎提供了整体风场全

部的均值能量，其它子风场几乎不提供整体风场的均值能量。对于总能量，整体

风场的主坐标均方值等于本征值，根据表 2.1 相关数据可知第一阶子风场几乎提

供了风场全部的总能量，其余阶子风场提供的总能量可以忽略不计。对于方差，

根据表 2.1、图 2.9 和式(2.32)不难得知，第一阶主坐标均方值远远大于第一阶方

差，其余阶主坐标的均方值几乎等于方差，不过所有阶主坐标方差之间的数值大

小差异不是十分明显，表明所有阶子风场对整体风场的波动能量贡献的差异也不

十分明显，进而推知所有阶子风场对整体风场中的脉动分量(即脉动风场)贡献的

差异也不十分明显，因而需要考虑多阶子风场对脉动分量的作用，以便为了更加

准确地描述风场。 

在上面，通过主坐标能量对相应风场进行分析研究，笔者认为判断子风场(或

模态)的贡献作用最好从均方值和方差两个方面进行综合评价，单从一个方面着
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手的话，容易片面突出风场中某些方面的量而忽视其它方面的量。比如在整体风

场中，仅从均方值(即本征值)来考虑子风场的话，容易大大突出第一阶子风场(或

模态)的贡献作用，因而也就过分强调该风场的平均分量而轻视了其脉动分量。 

3、 主坐标的功率谱密度 

功率谱密度是一种概率统计方法，是随机振动频域理论中的有效工具之一。

每一阶模态的功率谱密度(即模态压力谱)能够从主坐标中分析得到，以便更精

确、更可靠地研究主坐标的特性[113]。 

下面来研究子风场功率谱密度和主坐标功率谱密度之间的关系。由式(2.20b)

可知，第 i阶子风场中结构第 j 节点上的风荷载时程列向量为： 

        1
, , M

j i iP t c t j i R                  (2.33) 

式中，  ,j i 表示第 i模态列向量 i 中第 j 节点的模态值。 

根据式(2.33)，可得第 i阶子风场中结构第 j 节点上的风荷载功率谱密度
,j iPS

和第 i阶主坐标功率谱密度
icS 之间的关系为： 

  
,

2
,

j i iP cS j i S                     (2.34) 

式(2.34)表明，同阶子风场功率谱密度和主坐标功率谱密度之间的关系就是

一个倍数关系，所以由主坐标功率谱密度便很方便地求出相应子风场的功率谱密

度，这大大地简化了计算工作量，也进一步说明风场性质与主坐标性质的等价性。 

本章对两种风场中部分阶数主坐标的标准化功率谱密度(笔者注：标准化功率

谱密度指的是纵坐标为谱密度值/方差(或谱密度值/均方根的平方)的功率谱密

度，第 4 章中的时程响应的功率谱密度也为标准化后的功率谱密度，后文中不予

赘述。)进行了对比分析，见图 2.10。 
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(a) 第 1 阶主坐标功率谱密度 (b) 第 10 阶主坐标功率谱密度 
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(e) 第 70 阶主坐标功率谱密度 (d) 第 108 阶主坐标功率谱密度 

图 2.10 脉动风场和整体风场部分主坐标的标准化功率谱密度 

由图 2.10 可知，随着阶数的增加，两种风场中主坐标的能量都是由集中逐渐

分散开去，主坐标所含频率成分越多，反映到风场中时，表明子风场的成分越来

越复杂。而且随着模态阶数的增加，两种风场主坐标的功率谱密度差异逐渐减小，

最后基本达到一致，这表明两种风场的子风场之间的差异也可能越来越小。 

2.3.3.3 本征模态 

前文已经主要对与能量有关的参数进行分析，在 POD 分解中，本征模态又

是一个非常重要的参数。它可以表征不同的物理现象，尤其是低阶模态可以表征

一些特殊的物理现象，一些文献[86; 113; 123; 136]对此进行了研究，本章也同样

试图对模态所表征的物理现象进行分析。本节需要探究不同向量之间的差异，为

此需要建立误差标准进行量化。由于后面的章节中将会多次使用误差判别，因而

在这里进行详细说明。 

1、 误差判别标准 

对于两组非零向量 X 和 Y ，为判别其误差，可以对向量的每一个元素计

算相对误差以判断该元素的误差大小，但这无法从整体上反映其误差，而且也不

能给人以直观的感受。为解决这个问题，本章根据向量的长度，向量之间的夹角，

以及两向量的标准差来定义向量之间的误差，可以比较全面的分析其误差。 
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在欧氏空间中，向量 X 的长度(也叫二范数)定义[130]为： 

     
2

T
X X X                      (2.35) 

非零向量 X 和 Y 的夹角定义[130]为： 

   
   

2 2

arccos
T

X Y

X Y


 
  

 
 

                   (2.36) 

式(2.36)可以作为衡量空间分布形状误差的一个指标，其单位为 rad ，如果

较大，显然这两个向量空间分布形状之间的差异较大；如果 0  ，表明这两个

向量空间形状是相同的，但是这两个向量可能并不相等，为此再定义非零向量

 X 和 Y 的长度比： 

 
 

2

2

X

Y
                           (2.37) 

和相对误差[130]： 

   
 

2

2

X Y
e

Y


                        (2.38) 

如果 0  ，且 1  或 0e  ，表明这两个向量是相同的。 

2、 本征模态分析 

对全部本征模态的机理进行解释是不现实的，而对前少数本征模态进行确切

的解释是比较切合实际的[113]。 

整体风场的平均风压系数与时间没有关系，它也可表征风场的空间分布特

性，与模态有着相似的作用。由前文分析可知整体风场中第一阶模态占据着绝对

地位，此小节首先进一步研究整体风场的本征模态与其平均风压系数之间的关

系。为了定性分析二者之间的关系，本章在此给出结构上表面法向整体风场标准

化平均风压系数图及部分本征模态图，分别见图 2.11 和图 2.12。图 2.11 中的标

准化指的是对平均风压系数列向量除以其向量模，标准化平均风压系数便是单位

向量，以便和单位本征模态进行比较。同时为了定量分析整体风场中的平均风荷

载与各阶本征模态之间的差异，根据式(2.36)和式(2.38)，本章中给出了标准化平

均风荷载与各阶模态之间的夹角和相对误差，见图 2.13 和图 2.14，计算时非零

向量 X 和 Y 分别表示本征模态和标准化平均风压系数。 
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图 2.11 整体风场的标准化平均风压系数图 
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图 2.12 整体风场部分阶数本征模态图 
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图 2.13 整体风场标准化平均风压系数与各

阶模态之间的夹角 
图 2.14 整体风场标准化平均风压系数与各

阶模态之间的相对误差 

    由图 2.11～图 2.14 可知，无论定性分析还是定量分析，都表明整体风场中

的平均风压系数和第 1 阶本征模态在空间分布形状上甚为相似，二者之间有着最

高的相关性，这与文献[86; 87; 92; 114]所得出的结论是一致的，而其它阶本征模

态的空间分布形状与平均风压系数的空间分布形状相差甚远。要想用某一阶本征

模态来近似表示平均风压系数，显然第一阶才最有可能。 

为了对脉动风场的本征模态进行分析，本章在此也给出了结构上表面法向脉

动风压系数标准化均方根分布图及其结构上部分本征模态图，分别见图 2.15 和

图 2.16。图 2.15 中的标准化指的是脉动风压系数的均方根列向量除以其向量模。 
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图 2.15 脉动风场的标准化均方根荷载分布图 
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图 2.16 结构上表面法向脉动风场本征模态图 

由图 2.15 和图 2.16 可知，因为对脉动风压系数的时程求了均方根，所以标

准化均方根风压系数与本征模态之间没有直接联系，二者之间差异较大。 

由图 2.12 和图 2.16 对比分析可知，模态阶数较高时，两种风场的本征模态

形状差异较小。由该特点和整体风场本征模态及主坐标的特点可知，整体风场的

平均分量主要靠第一阶模态提供，但是其脉动风荷载部分需要考虑多阶模态。 

通过对前文的分析可知，利用 POD 分解对风场进行分析时，主坐标描述了

风场随时间变化的特点，是一个动态的概念，本征模态反映了风场的空间分布，

是一个静止的概念，两者最好结合起来对风场进行研究，不能只依赖其中一个。 

2.4 本章小结 

本章主要对 POD 技术中的 CPT 基本理论进行比较详细的阐述，并结合工程

实际对两种不同风场的 CPT 进行对比分析，为后续章节奠定了坚实的基础。概

括起来得到了如下结论： 

1) CPT技术有助于对复杂时空变化的随机风场理解，采用新的坐标系从不同

的角度描述风场，表明CPT技术是分析随机风场的有效手段。 

2) 整体风场第一阶模态在风场中的贡献非常显著，往往只需考虑第一阶模

态的影响，从而会过分强调和依赖于第一阶模态的作用。而脉动风场的

第一阶模态在风场中的贡献并不显著，常常需要考虑多阶模态甚至中高
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阶模态的影响。 

3) 考虑风场模态的贡献时和研究复杂风场的性质时，建议不要仅仅局限于

本征值，可以综合其它相关参数(主坐标性质等)一起分析，有助于正确理

解应用于CPT分析中的风场。 
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第 3 章 大跨度屋盖几何非线性问题的基础理论 

3.1 引言 

悬索屋盖是大跨度屋盖结构中一种常见的结构形式，它有着相当大的建筑、

结构和经济潜能，能产生很好的美学形状，具有良好的艺术效果[51; 137]。不过

悬索屋盖通常较轻，这使得它先天对地震作用有较好的适应性和抵抗能力，但对

风荷载却非常敏感，风荷载往往是这类结构设计中的主导活荷载[35; 40; 45; 50; 

138]，因此结构的风致响应分析显得尤为必要。此外悬索屋盖的初始几何形状在

设计之初通常是不知道的，需要通过一个名叫找形的过程来完成。无论是风致响

应还是结构找形，已有研究[35; 36; 37; 40; 50; 51; 138; 139; 140; 141]均表明悬索

屋盖常常表现出较强的几何非线性特征。在悬索屋盖中，预应力鞍形索网屋盖是

一种常见的结构形式，它具有较好的稳定性、明确的传力途径和必要的刚度。限

于篇幅，本章将以预应力鞍形索网屋盖为例对大跨度屋盖的几何非线性问题的基

础理论进行研究，进而为第 4 章大跨度屋盖几何非线性问题的应用研究奠定坚实

的理论基础。 

索网屋盖的几何非线性计算方法有连续化理论和离散理论两种类型[138]：前

者是将索的截面沿曲面匀开，将索网看作薄膜进行计算，因而也叫“薄膜理论”，

该方法实际上是一种解析方法，是许多实用计算法的基础；后者以节点位移作为

基本未知量、以节点之间的索段作为计算单元，离散理论是一种基于有限元理论

的数值方法，它是计算机解法的基础。连续化理论只能考虑小垂度问题，而且主

要讨论仅有竖向荷载作用的情形；此外建立方程后直接求解方程并非易事，实际

上常不得不求助于各种近似解法[138]，这使得连续化理论的可靠性和实用性大

大降低。薄膜的精确分析在数学上是极为复杂的，而简化分析法又有自身的局限

性，或许正因为如此，在可用于索系的薄膜精确非线性分析方面的研究很少

[142]。文献[143]进一步认为利用解析方法求解张拉索——膜结构非常困难，此

时以有限元为代表的数值方法就成为唯一的普适方法。因此本文只对离散理论进

行必要的阐述。 
本章首先简要地阐述了经典的几何非线性有限元理论，为预应力鞍形索网屋

盖的几何非线性理论奠定基础。其次有针对性地、系统地推导了预应力鞍形索网

屋盖的几何非线性有限元理论。 

本章的主要创新点在于：初应力刚度矩阵是索网屋盖非线性计算过程中一个

非常重要的参数，本章采用新的叠加方法对该矩阵进行了推导，并推导出整体坐

标系下初应力刚度矩阵的新形式。
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3.2 几何非线性有限元理论的简介 

几何非线性问题的共同特点是结构的变形造成了结构力学状态的显著变化，

它可以分成大位移(大转动)小应变问题、大位移(大转角)大应变问题和结构的变

形引起外荷载大小、方向和边界支承条件的变化等问题[144; 145]。一般工程结

构所遇到的非线性问题常常属于大位移(大转动)小应变问题，本章仅对这类问题

进行必要的阐述，文献[144; 146; 147; 148; 149; 150; 151]等则对几何非线性有限

元理论进行了系统的介绍。 

3.2.1 静力学中几何非线性问题的表达格式及其求解 

对于大变形的固体，可以根据变形固体上一个微元体中内部和边界上的力的

平衡条件列出微分形式的平衡方程[144; 146; 147; 148; 152]。不过在进行结构的

分析时，另一种表示物体平衡的有限元方法由于简单、通用而且具有良好的数值

性质，往往占据着主导地位并得到广泛的应用，几乎所有主要的通用分析程序都

是根据该方法编写的[137; 144; 146; 153]。在有限元问题分析中，有限元法常常

采用虚功方程(即虚位移原理)来建立物体的平衡方程。虚功方程是具有积分形式

的、弱形式的平衡条件[147; 148; 150; 154]，因为在方程中存在变分，文献[144; 146; 

148]又称虚功方程为变分形式的平衡条件方程，它是建立有限元法的基础[43; 

144; 146; 147]，它对于任何的几何非线性问题总是成立的[145]。而且虚功方程对

高阶自由度的互连体系尤其重要[132]，而预应力鞍形悬索屋盖便属于这种体系，

因此本章将对非线性体系的虚功方程进行必要介绍。 

在几何非线性问题的有限元法中，通常采用增量分析的方法，增量求解是目

前数值分析中的最佳手段[155]。增量求解的典型格式有 TL 格式(Total Lagrange 

Formulation)和 UL 格式(Updated Lagrange Formulation) [147; 155]。虽然 TL 格式

和 UL 格式在本质上是等价的[150]，但是一般而言，荷载作用下结构位移量级较

大时宜采用 UL 格式[143]，而索单元的主要特征便是大位移[156]；此外 TL 中增

量线性应变包括初始位移效应，而 UL 格式没有涉及初始位移效应，因而 TL 格

式的应变——位移矩阵较 UL 格式复杂[144; 146]。因此本章将采用 UL 格式来列

结构的平衡方程。 

对于物体的平衡非线性分析必须建立在当前的位形中，也即平衡方程必须建

立在结构变形之后的状态上，此时所用的力参数(应力)和变形参数(应变)均是真

实的[144; 146]，其具体要求有[149]：①必须保持应力和应变是在同一参考位形

中定义；②同时为了有限元方程分析方便，还必须保证应力、应变的对称性；③

而且从虚功的意义上说，应力应变还要互相共轭。因此，UL 格式常常使用第二
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类 Piola-Kirchhoff 应力(本章下文简称为 PK2)和 Green 应变，文献[144; 146; 147; 

148; 149]对二者的特性进行了详细叙述。 

3.2.1.1 基于有限元理论的 UL 格式 

设物体内某节点(笔者注：某些参数书上把节点称之为质点，便于行文，本

章统一叫做节点)在非线性迭代过程中初始 0 时刻、第 1k  次迭代后时刻和第 k 次

迭代后时刻的坐标分别为          0 0 0 0, ,
T

c x y z 、          1 1 1 1, ,
T

k k k kc x y z    和

         , ,
T

k k k kc x y z ；节点在第 1k  次迭代时和第 k 次迭代时相对于初始 0 时

刻的位移分别表示为          1 1 1 1, ,
T

k k k k
x y zd d d d   

= 和          , ,
T

k k k k
x y zd d d d= 。上述

参数关系有[146; 147]： 

        1 0 1k kc c d                     (3.1a) 

        0k kc c d                     (3.1b) 

由式(3.1)不难得知某节点从第 1k  次迭代到第 k 次迭代的增量位移   kd

为[146; 147]： 

         
           1 1

T
k k k k

x y z

k k k k

d d d d

d d c c 

    

   
            (3.2) 

1、 等参变换的有限元离散 

在用有限元方法对求解域离散时，有限单元有等参元、超参元和亚参元

[154]。如果坐标变换和位移函数插值采用相同的结点，并且采用相同的插值函

数，则这种变换为等参变换，采用等参变换的单元称为等参单元。 

单元内任一节点的未知坐标可以用单元上已知节点(笔者注：该节点位移实

际上是待求的，如此叙述主要是为了把单元内任一节点和单元上待求节点区分开)

进行插值并且采用矩阵形式表示如下[144; 146; 147; 148]： 
       1 1k k

nc N c                      (3.3a) 

       k k
nc N c                      (3.3b) 

式中，      1k k
n nc c

、 分别表示在第 1k  次迭代后位形和第 k 次迭代后位形中已知

节点的坐标； N 叫单元插值函数矩阵或单元形函数矩阵。 

利用等参元，式(3.2)中的增量位移的列向量   kd 也可表示成与已知节点位

移差之间的关系[144; 146; 147; 148]： 
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       k k
nd N d                         (3.4) 

式中，             , , ,

T
k k k k

n x n y n z nd d d d     表示已知节点从第 1k  次迭代到第 k

次迭代后的增量位移，其中元素表示在 x、y、z轴上的增量位移。 

    在式(3.3)和式(3.4)中，当所研究单元中已知节点数为 n时， N 表示如下： 

 
1 2

3 3
1 2

1 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

n
n

n

n

N N N

N N N N R

N N N



 
   
  





     (3.5) 

式中，  1, 2,iN i n R  在有限元理论中称之为形函数，在数值分析中称之为

插值基函数。 

2、 应变矩阵 

1) 增量形式的应变矩阵 B  
  

增量形式的应变矩阵指的是增量应变和增量位移之间的转换矩阵，本章记作

B  
 。 

在 UL 格式中，单元中某节点的从第 1k  次迭代到第 k 次迭代后的 Green 增

量应变   kE 表示为[144; 146; 147; 155]： 

        k k k
L NE E E                       (3.6) 

式中，   k
LE 和   k

NE 分别表示   kE 的线性部分和非线性部分。 

    在式(3.6)中，   k
LE 表示为[144; 146; 147; 155]： 

       k k
L L nE B d                       (3.7) 

式中，   6 3n
LB R  是   k

LE 与   k
nd 之间的转换矩阵，它与小变形分析中的转

换矩阵形式相同[147]，以分块矩阵表示如下[154]： 

  ,1 ,2 ,L L L L nB B B B                             (3.8) 

式中，  6 3
, 1,2, ,L iB R i n     为[154]： 

     

     

     

1 1 1

, 1 1 1

1 1 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

T

i i i
k k k

i i i
L i k k k

i i i
k k k

N N N

x z y

N N N
B

y z x

N N N

z y x

  

  

  

   
 
   
   

         
   
 

    

      (3.9) 
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    由式(3.9)可知UL格式中单元插值函数的求导是对于第 1k  次迭代后位形的

坐标进行求导的，这些坐标的数值是随着迭代次数的变化而变化的，所以对于各

次加载都需要重新计算插值函数的导数[155]。 

在式(3.6)中，   k
NE 表示为[144; 146; 147; 155]： 

     k k
N N nE B d    

                      (3.10) 

式中， 6 3n
NB R   
 为   k

NE 与单元上已知节点增量位移   k
nd 之间的转换矩

阵，采用分块矩阵的形式为[144; 146; 147; 155]： 

,1 ,2 ,N N N N nB B B B                
                (3.11) 

式中，  6 3
, 1,2, ,N iB R i n   

  为[148]： 

 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

,

1 1

1

2

kk k
yx i i z i

k k k k k k

kk k
yx i i z i

k k k k k k

kk k
yx i i z i

k k k k k k

N i k
x i

k k

dd N N d N

x x x x x x

dd N N d N

y y y y y y

dd N N d N

z z z z z z
B

d N

z y

     

     

     

 

    
  

     
    

  
     

    
          

 
 


 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

k kk k k
y yx i i i z i z i

k k k k k k k k k k

k kk k k k
y yx i x i i i z i z

k k k k k k k k k k

d dd N N N d N d N

y z z y y z z y y z

d dd N d N N N d N d

z x x z z x x z z x

         

         

        
      

         

         
       

             

 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

 

   

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

i
k k

k kk k k k
y yx i x i i i z i z i

k k k k k k k k k k k k

N

x z

d dd N d N N N d N d N

y x x y y x x y y x x y

 

           

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   
 

                                 
       (3.12) 

把式(3.7)和式(3.10)代入式(3.6)，得单元中某一点的 Green 增量应变与已知

节点增量位移之间的关系： 
         

k k
nE B d                    (3.13) 

式中， 6 3nB R   
 为增量形式的应变矩阵，其表达式为： 

 L NB B B       
                        (3.14) 

2) 变分形式的应变矩阵 B  

变分形式的应变矩阵指的是增量应变变分和增量位移变分之间的转换矩阵，

本章记作 B 。虚功原理需要用到应变增量的变分形式，所以在此有必要指出变

分形式的应变矩阵  6 3nB R  ，其表达形式为[144; 146; 147; 155]： 
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     L NB B B                         (3.15) 

式中，  2N NB B   
 。 

3、 局部坐标系下单元增量分解形式的 UL 格式 

1) 单元平衡方程 

在局部坐标系下，无任何条件的单元 UL 格式的平衡方程为[144; 146; 147; 

155]： 

       
 

          1

1 1 1
, ,k

k k k k k k
S e n e S eV

B S dV k d r f

        
Ｔ

       (3.16) 

式中，   kS 表示从第 1k  次迭代后到第 k 次迭代后的 PK2 增量；   k
er 表示第

k 次迭代时的体力荷载、面力荷载的等效节点力向量；   1
,
k

S ef 
表示单元在第 1k 

次迭代后的位形引起的初应力等效节点力向量；  1
,
k

S ek  
 表示第 1k  次迭代后结

构位形引起的预应力刚度矩阵或几何刚度矩阵。   k
er 、   1

,
k

S ef 
和  1

,
k

S ek  
 分别表

达如下[144; 146; 147; 155]：  

        

 
     

 
1 1

1
1

k k

kT Tk k k k
e A V

r N p dA N q dV 

       (3.17) 

         

 
1

1
1 1

, k

k
k k

S e LV
f B S dV


  

Ｔ
             (3.18) 

         

 
1

1
1 1

, k

kTk k
S e V

k G S G dV


                 (3.19) 

    在式(3.16)～式(3.19)中，  1kV  、  1kA 
分别表示物体在第 1k  次迭代后位形

的体积、表面积；   kP 和   kq 分别表示第 k 次迭代时的面力荷载和体力荷载的

等效节点力向量；  1kS  
 表示物体在第 1k  次迭代后位形的初应力构成的单元

应力矩阵。 

    另外，式(3.19)中的  9 3nG R  的分块矩阵形式表达如下[144; 146; 147; 155]： 

       1 2 nG G G G                      (3.20) 

式中，   9 3 1,2, ,iG R i n   为： 



第 3 章 大跨度屋盖几何非线性问题的基础理论 

 53

 

     

     

     

1 1 1

1 1 1

1 1 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

T

i i i
k k k

i i i
i k k k

i i i
k k k

N N N

x y z

N N N
G

x y z

N N N

x y z

  

  

  

   
 
   
   

  
   

   
 

    
                              (3.21) 

    在式(3.19)中，  1kS  
 表示为[144; 147]： 

 

     

     

     

     

     

     

     

     

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

k k k
xx xy zx

k k k
xx xy zx

k k k
xx xy zx

k k k
xy yy yz

k k k k
xy yy yz

k k k
xy yy yz

k k k
zx yz zz

k k k
zx yz zz

S S S

S S S

S S S

S S S

S S S S

S S S

S S S

S S S

  

  

  

  

   

  

  

  

   

     1 1 1

0

0 0 0 0 0 0k k k
zx yz zzS S S  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

    

 (3.22) 

式中，右端矩阵里的单个元素表示第 1k  次迭代后位形的初应力状态。 

2) 平衡方程的线性化 

在式(3.16)中，由式(3.15)可知左边第一项中  B 是非线性的，而且单元应力

增量   kS 与单元 Green 应变增量   kE 之间常常是非线性关系，因此式(3.16)

是非线性的。因为方程常常采用数值迭代方法进行求解，需要预先对它们进行线

性化处理[51]，因此结构的非线性分析实际上是建立在一连串线性分析的基础上

实现的[145]，非线性分析是线性分析的直接延伸[156]。线性化处理包括物理方

程的线性化和求解格式的进一步线性化[155]。 

(1) 物理方程的线性化 

在工程实际中，几何非线性问题除了采用非线性的平衡方程和非线性的几何

关系外，还需要引入相应的非线性应力应变关系[155]。物理方程的线性化实际

上就是材料本构方程(即应力应变关系)的线性化。假设单元应力增量   kS 与单

元 Green 应变增量   kE 成线性关系，则 UL 格式的物理方程有[144; 146; 155]： 
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       k kS D E                         (3.23) 

式中， D 为材料的本构关系矩阵或应力——应变关系矩阵。 

实际上，式(3.23)所示线性关系仅对线弹性材料是真实的，对于其它材料，

线性关系仅能用于联系应力速率和应变速率，此时线性关系仅对无穷小步长才是

真实的[155]，文献[147; 148; 150]对此进行了详细的阐述。虽然式(3.23)所示关系

还不能完全定义弹性有限变形状态的行为，然而对于小变形、大位移的情况它是

有用的[148]。如果 D 是常数矩阵，则材料属于线弹性[147]，此时式(3.23)即为

Hook 定律。而且对于杆件结构，当不考虑剪切变形时， D 就成为一个常数，

即材料的弹性模量[145]。 

(2) 求解格式的线性化 

求解格式的线性化也叫几何方面的线性化[147]或运动方程的线性化[144; 

146]。式(3.16)左端第一项可以展开为[144; 146; 147; 155]： 

       
 

         
       

1

1 1 1
, ,

1 1
, ,

k

k k k k k k
L e n N e nV

k k k
L e N e n

B S dV k d k d

k k d



  

 

          

        


Ｔ

       (3.24) 

式中，  1
,
k

L ek  
 和

 1
,

k
N ek  

 分别表示第 1k  次迭代后结构位形引起的单元线性刚度

矩阵和单元非线性刚度矩阵。 

在式(3.24)中，右端第一项关于已知节点增量位移   k
nd 是线性的，而第二

项关于   k
nd 是非线性的。在一个增量步内，只要 t 足够小，可以将非线性项

忽略达到求解格式的线性化，线性化后局部坐标系下单元增量分解形式的 UL 格

式平衡方程为[155]： 

             1 1 1
, , ,
k k k k k

L e S e n e S ek k d r f                         (3.25) 

式中，  1
,
k

L ek  
 表示如下[144; 146; 147; 155]：  

        

 
1

1
1

, k

k
k

L e L LV
k B D B dV


   

Ｔ
                (3.26) 

在式(3.25)中，非线性迭代过程中每一步荷载增量和增量位移之间的关系通

过一个切线刚度矩阵来给定的，该切线刚度矩阵包含通常线性分析时的弹性刚

度矩阵和用于说明有限几何外形变化引起的非线性几何刚度矩阵[143; 156]，文

献[143; 156]中的非线性几何刚度矩阵即为  1
,
k

S ek  
 。 

4、 整体坐标系下单元增量分解形式的 UL 格式 
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在有限元方法中，节点位移协调是一个基本要求，这需要把单元位移和物理

特性(刚度矩阵和单元力)转化到整体坐标系中[132; 157]。此外结构各力学参量如

应力、应变和位移的求解都是在整体坐标系中进行的，因此需要将局部坐标中的

刚度矩阵、位移增量和外荷载等转化到整体坐标系中，以得到整体坐标系下的平

衡方程，进而求得结构的变形和内力[143]。 
在坐标转换过程中，需要用到转换矩阵。转换矩阵是联系在单元坐标系(即

局部坐标系)中测得的结点位移和在整体坐标系中测得的结点位移的一个矩阵

[51]。转换矩阵可以为长方形矩阵或方阵，当采用方阵时，第 1k  次迭代后结构

位形的转换矩阵  1 3 3k n nT R    采用分块矩阵的形式为[51]： 

 

     
     

     

1

0 0

0 0

0 0

kT








 
 
     
 
  




   


                   (3.27) 

式中， n为节点数，每个节点有 3 个自由度；子块  为[154; 156; 158]：  

 

        
        
        

1 1 1

1 1 1
1 1 1

2 2 2

1 1 1 3 3 3

cos , cos , cos ,

cos , cos , cos ,

cos , cos , cos ,

k k k

k k k

k k k

x X x Y x Z
l m n

y X y Y y Z l m n

l m n
z X z Y z Z



  

  

  

 
  
      
    

  

    (3.28) 

式中，         1 1 1, , , ,k k kx y z X Y Z  
、 分别表示第 1k  次迭代后结构位形的局部坐标

系和整体坐标系(整体坐标系是固定的)；各元素是局部坐标系与整体坐标系之间

的方向余弦。式(3.27)通常称为旋转矩阵，它是一个正交矩阵。 

    当求出坐标转化矩阵  1kT  
 后，由式(3.25)可得整体坐标系下单元增量分解

形式的 UL 格式： 

             1 1 1
, , ,
k k k k k

L e S e n e S eK K D R F                         (3.29) 

式中参数是式(3.25)中相关参数对应的在整体坐标系下的值，表示如下[144; 146; 

147; 155]： 
       1 1 1 1

, ,

T
k k k k

L e L eK T k T                                  (3.30) 

       1 1 1 1
, ,

T
k k k k

S e S eK T k T                                  (3.31) 

       1
T

k k k
n nD T d                        (3.32) 

       1
T

k k k
e eR T r                       (3.33) 
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       1 1 1
, ,

T
k k k

S e S eF T f                       (3.34) 

    在使用坐标变换时，文献[42]指出：①使用坐标变换是为了适应在总体坐标

系中任意取向的各向异性材料并迫使不同类型的相邻单元共享相同的自由度；

②变换中常常出现       T
Q T Q T 的形式，此处  Q 是被变换的矩阵，  T 是

变换矩阵，如果 Q 是对称的，则变换的结果矩阵 Q 也是对成的，根据需要，

 T 可以为长方形矩阵或方阵，  T 为方阵时可以不是正交的；③式(3.30)和式

(3.31)的变换既不能看作是改变单元的属性，也不能看作是改变在总体坐标中单

元的方位，倒可以看作是改变了单元属性的外在表达式，使其与自由度从整体

坐标系结点位移到局部坐标系结点位移的变化相协调；④变换矩阵 T 不必具有

特殊形式。 

5、 整体坐标系下结构体系增量分解形式的 UL 格式 

在有限元分析中，需要将离散的单元矩阵进行组装形成整个结构体系矩阵，

并建立起结构体系的平衡方程。结构体系的平衡方程常常采用直接刚度法，文献

[144; 145; 146; 157; 158]对此进行了详细的阐述，本章仅给出引入位移边界条件

后的整体坐标系下结构体系增量分解形式的 UL 格式：  
             1 1 1k k k k k
L S SK K D R F                        (3.35) 

式中相关参数是式(3.29)对应的考虑位移边界条件后的整体坐标系下结构体系的

值。因为支座处的位移约束排出了结构发生刚体位移的可能性，这样给定的荷

载之下结构的变形和结点的位移都是唯一确定的[145]。 
对于 UL 格式，由于参考位形始终在变化，参考于第 1k  次迭代后结构位形，

式(3.35)中的增量位移   kD 便相当于绝对位移，即      k kD D  [144; 146; 

147]。 

3.2.1.2 基于 UL 格式的静力几何非线性平衡方程的 Newton 数值迭代求解 

1、 非线性方程        K D D R D    的数值迭代求解 

对于非线性结构的静力分析，迭代计算是非常必要的[153]。工程中常常将

整体坐标系下的结构体系的平衡方程式(3.35)写成更为广泛的非线性平衡形式： 

         0K D d R D                     (3.36) 

式中， D 为位移；   K D  为与位移有关的非线性刚度矩阵；    R D 为力。 

对于非线性平衡方程式 (3.36)，因为刚度矩阵   K D   也许还有荷载

   R D 成为位移 d 的函数，构建   K D   和    R D 的信息无法预先知
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道，不能立即求出 D ，为了求解 D 和与之相关的   K D  和    R D ，要

求使用迭代法，使式(3.36)成立[42]。数值迭代求解非线性方程和方程组的方法较

多，文献[147; 148; 159; 160]等作了非常详细的阐述，其中应用最广泛和最强健

的方法便是 Newton 法(即 Newton-Raphson 法)，目前使用的很多有效的迭代法都

是以该方法为基础而发展起来的[150]。本章对式(3.36)的 Newton 数值迭代求解

方法进行简单的介绍。 

    为了讨论方便，令式(3.36)表达成函数形式： 

           f D K D D R D                 (3.37) 

在函数线性化过程中，Taylor 级数展开扮演着十分重要的角色。对式(3.37)

的函数    f D 在 D 处进行 Taylor 级数展开并取线性项可得： 

               f D f D f D D D      
         (3.38) 

式中，   f D  
 为式(3.37)对位移 D 求导后且在位移 D 处的切线刚度矩阵，

对于多自由度体系，该刚度矩阵为力列向量    f D 对 D 求Jacobian矩阵后再

代入 D 后的值。 

    当 D 不是式(3.37)的解时，    f D 便为 D 处的不平衡力： 

           f D K D D R D                     (3.39) 

当式(3.38)右端项等于 0 ，便可以得到式(3.36)的近似等价形式，即Newton

公式： 

             0f D f D D D      
            (3.40) 

因而由式(3.40)可求出未知位移 D 的迭代公式： 

          1
D D f D f D



      
              (3.41) 

由式(3.41)可知，如果 D 为初位移，则引起位移 D 的根本原因在于 D

处的不平衡力    f D ，亦叫残余力[153]。 

由式(3.41)可知Newton法的收敛准则有力收敛准则和位移收敛准则[42; 45]，

此外还有能量收敛准则[150]。力收敛准则偶尔也是困难的，但是经验已经证明

位移收敛准则通常也不令人满意，位移收敛准则可能仅仅因为收敛很慢而终止迭

代，或者当不平衡力还相当大的时候就显示收敛[42]。通常如果采用位移收敛准

则，应该通过力收敛准则对其进行补充[151]。 

在非线性迭代过程中，如果令第 k 次迭代时产生的位移为   kD 及第 1k  次
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迭代时产生的位移   1kD 
分别为： 

    kD D                        (3.42) 

    1kD D
                       (3.43) 

则式(3.41)便可以表示成迭代形式： 

              1
1 1 1k k k kD D f D f D


       

          (3.44) 

式中，    1kf D  
  
 、     1kf D 

分别为产生   1kD 
后的结构位形的刚度矩阵

和结构不平衡力。 

2、 UL 格式平衡方程的数值迭代求解 

当采用UL格式时，结构的参考位形总是在变化，没有涉及到初位移[147]。

在式(3.44)中，如果结构位形更新为产生   1kD 
后的结构位形，此时式(3.44)便

变成UL格式的位移迭代公式： 

           1
1 1k k kD f D f D


      

             (3.45) 

但需要注意的是，   kD 的参考位形是产生   1kD 
后的结构位形。 

在式(3.45)中，相应于式(3.39)的产生   1kD 
后的结构位形的不平衡力

    1kf D 
为： 

        1 1k kf D R D                     (3.46) 

因此由式(3.45)和式(3.46)可得： 

          1
1 1k k kD f D R D


     

               (3.47) 

当满足收敛条件时，叠加所有迭代次数的位移   kD 便可以得到相对于初始

0时刻的绝对位移。 

式(3.35)和式(3.47)形式上是完全一致的，因此求解式(3.35)中的增量位移便

可以方便地由式(3.47)求取，需要注意的此时有： 
       1 1 1k k k

L Sf D K K              
               (3.48) 

         1 1k k k
SR D R F                     (3.49) 

式中，   kR 表示第 k 次迭代时的结构体系在整体坐标系下的体力荷载、面力荷

载的等效节点力向量。在非线性迭代过程中，如果结构上的面力和体力产生的节
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点力不随结构位形的改变而改变，是一个恒定值(即保守力)，则   kR 可以方便

地表示为初始0时刻的节点力   0R ，则式中    1kR D  表示为： 

         1 0 1k k
SR D R F            (3.50) 

在此需要说明的是，第4章在根据计算图4.1所示的计算方案二、三中的静力

非线性部分时，都假设结构自重和平均风荷载为保守力，在第4章中不再予以阐

述。 

3.2.2 动力学中几何线性与几何非线性问题的表达格式及其求解 

3.2.1 节介绍了结构静力平衡的表述方法，但是结构上所作用的力可能随时

间变化，在这种情况下，位移也随时间变化，因而这些公式是对任一特定时刻平

衡的一种表述[43; 144; 146]。虽然 Bernoulli 首先提出的虚功原理是针对静力问题

的，但是当 D’Alembert 介绍了惯性力的概念后，虚功原理便可以被引入到动力

学问题中[132]。在结构的动力问题分析中，大多数情况下需要同时考虑惯性力

和阻尼力，在运用虚功原理时，这两种力均可看作是体力的一部分出现在平衡方

程中[43; 144; 146; 155]。文献[144; 146; 154; 155; 158; 161]等对基于有限元理论的

UL 格式表述的动力平衡方程进行了推导，限于篇幅，本章不予详述。 

3.2.2.1 线性动力平衡方程的拟静力平衡方程求解 

    在结构的动力计算中，同样可以采用有限单元法建立系统的平衡方程[161]。

如果忽略转动影响，在动力分析问题中，因为引入了时间坐标，处理的是四维时、

空  , , ;x y z t 问题，在有限元分析中一般采用部分离散的分离变量法，即只对空间

域进行离散，这样一来，此步骤便和静力分析时相同[155]。根据有限元理论，

结构体系的线性动力平衡方程为[42]： 

          M D C D K D R                    (3.51) 

式中， M 、 C 和  K 分别为结构体系的质量矩阵、阻尼矩阵和线性刚度矩阵，

在第4章图4.1所示的计算方案二和三中，    C K、 分别取非线性静力计算结束后

结构位形的阻尼矩阵和刚度矩阵； D 、 D 和 D 分别为结构的节点位移、速

度及加速度； R 为结构体系节点动力荷载。 

     在数学上，式(3.51)是一个二阶线性微分方程组，原则上可用求解常系数微

分方程组的标准过程来求得方程组的解，但是如果矩阵的阶数很高，则采用求解

一般微分方程组的过程可能要付出很高的代价——除非特别利用了系数矩阵

 K 、  C 和 M 的特殊性质[43; 144; 146; 155]。因此式(3.51)常常采用时域中的
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数值方法——直接积分法(即逐步积分法)来计算响应时程[42; 43; 144; 146]。直接

积分法有显式法和隐式法两种，其中隐式积分适合于结构动力学问题，它应用于

非线性问题不会遇到很大的困难[42]。在隐式积分法中，Newmark法[44]由于具

有较佳的稳定性和较低的周期延伸已经被广泛应用于工程结构的动力分析中，文

献[42; 43; 44; 146; 150; 162]都对此方法进行了详细地介绍，限于篇幅，本章只对

Newmark方法进行必要的介绍。 

基于Newmark关系式，由式(3.51)可得[42; 43; 44; 144; 146; 150; 162]： 

   T T T TK D R                        (3.52) 

式中， K  和 T TR  分别称之为等效刚度矩阵和等效节点力向量，且有[42; 43; 

44; 144; 146; 150; 162]： 

     2

1
K M C K

T T


 

       
                 (3.53) 

           

       

2

1 1 1
1

2

1 1
2

T T T T T T T

T T T

R R M D D D
T T

C D D T D
T

  

  
  

 

  
          

    
              

 

 
  (3.54) 

在式(3.52)～式(3.54)中， T 表示时间步长；  和 为决定积分精度与稳定

性的常数； TD 、 TD 和 TD 分别表示荷载步T 时的加速度、速度及位移；

 T TD  表示荷载步T T  时刻的位移； T TR  表示荷载步T T  时刻的由面

力和体力荷载产生的等效节点力荷载，对于第4章图4.1所示的计算方案二和三，

 T TR  分别表示荷载步T T  时刻的脉动风和整体风荷载(平均风+脉动风)。 

根据式(3.52)便可以求出位移 T TD  ，再由下面的式(3.55)～式(3.56)可以求

出荷载步T T  时刻的加速度 T TD 
 和速度 T TD 

 [42; 43; 44; 146; 150; 162]： 

          2

1 1 1
1

2T T T T T T TD D D D D
T T   

 
        

     (3.55) 

        1T T T T T TD D D D T  
      

               (3.56a) 

或 

          1 1
2T T T T T T TD D D D T D

T

  
   

   
             

      (3.56b) 

式(3.52)为式(3.51)的拟静力形式平衡方程。这样变换便象是求解一组已知荷

载矢量和刚度矩阵的静态方程，因此在线性静力分析中使用过的所有求解方法在

直接积分法中也能有效地使用[43; 146]。文献[43; 146; 162]等对Newmark方法的
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逐步求解过程进行了详细的阐述。 

在式(3.53)～式(3.56)，如果令
0 2

1
c

T



、 1c T







、 2

1
c

T



、 3

1
1

2
c


 

  
 

、

4 1c



 
  
 

、 5 1
2

c T



 
   

 
、  6 1c T   、 7c T  ，则式(3.53)～式(3.56)

可化成更简洁的形式： 

     0 1K c M c C K                          (3.57) 

            
        

0 2 3

1 4 5

T T T T T T T

T T T

R R M c D c D c D

C c D c D c D

    

  

 

         (3.58) 

          0 2 3T T T T T T TD c D D c D c D                (3.59) 

       6 7T T T T T TD D c D c D                   (3.60a) 

或 

          1 4 5T T T T T T TD c D D c D c D               (3.60b) 

3.2.2.2 非线性动力平衡方程的拟静力平衡方程求解 

对于非线性分析，最有效的方法大概还是逐步积分法[53]。因此线性系统中

的 Newmark 方法可以扩展到非线性动力分析中，这要求在每个时间步长都要进

行迭代以满足静力平衡[162]。 

如线性分析一样，我们用隐式时间积分考虑系统在T T  的平衡，在非线

性分析中需要进行迭代计算，而且需要考虑迭代过程中不同迭代次数的加速度和

速度对平衡方程的影响[144; 146]。对于需要考虑预应力的几何非线性结构，基

于 UL 格式的非线性时程的动力平衡方程为： 

                   1 1
,

k k k k k
T T T T T T T T T T T T SM D C D K D R F 
     

      
      (3.61) 

式中，      k k
T T T TD D 
 、 分别表示T T  时刻第 k 次非线性迭代时的绝对加速度和

绝对速度；   k
T TD  表示T T  时刻的非线性迭代过程中第 k 次迭代时的相对于

1k  次迭代后结构位形的位移；     1 1
,

k k
T T T T SK F 
 

 
 、 分别表示产生   k

T TD  前结构

位形的刚度矩阵和预应力等效节点力； C 为阻尼矩阵，文献[53; 161]认为在非

线性分析中阻尼矩阵是不变的，对于第 4 章图 4.1 所示的计算方案一， C 指的

是找形后结构位形的阻尼矩阵； T TR  含义同式(3.54)，对于第 4 章图 4.1 所示

的计算方案一， T TR  表示荷载步T T  时刻的结构自重与整体风荷载之和，

并认为 T TR  在非线性迭代过程中是保守力。 
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在式(3.61)中，关于   k
T TD  ，存在如下关系[144; 146]： 

        1k k k
T TD D D

   T+ T T+ T＝                  (3.62) 

式中，      1k kD D 
 T+ T T+ T、 分别表示T T  时刻第 k 次和第 1k  次非线性迭代时的绝

对位移。 

由式(3.59)可知： 
            0 2 3
k k

T T T T T T TD c D D c D c D               (3.63) 

由式(3.60b)可知： 
            1 4 5
k k

T T T T T T TD c D D c D c D                (3.64) 

把式(3.62)代入式(3.63)和式(3.64)然后再代入式(3.61)中，便可以得到非线性

动力平衡方程式(3.61)的 UL 格式的拟静力平衡方程： 
       1k k k
T T T T T TK D R
  

                      (3.65) 

式中，  1k
T TK 


 
 表示产生   k

T TD  前结构位形的等效刚度矩阵；   k
T TR  表示

T T  时刻的非线性迭代过程中第 k 次迭代时的等效荷载，当采用 UL 格式求解

时，不平衡力为   k
T TR  。它们的表达式分别如下：  

       1 1
0 1

k k
T T T TK c M c C K 
 

                          (3.66) 

                    
            

1 1
, 0 2 3

1
1 4 5

k k k
T T T T T T S T T T

k
T T T

R R F M c D D c D c D

C c D D c D c D

 
   




     

   

 

 

T+ T

T+ T

(3.67) 

由式(3.65)便可以对非线性时程进行静力求解，当满足收敛条件时，便可以

由式(3.62)求得T T  时刻的绝对位移 D T+ T ，当求出位移 D T+ T 后便可以根据

式(3.59)和式(3.60)求出T T  时刻的绝对加速度 T TD 
 和绝对速度 T TD 

 。求

出这些值后，便可以进行下一个荷载步的计算。 

不难得知上面的分析过程为增量分析。由于增量分析是以时间(或荷载)步长

为 T 进行的，在每个荷载步中需要用到初始条件。迭代的初始条件为[144; 146]： 
   0
T T TK K

                         (3.68) 

    0
T T TF F ＝                       (3.69) 

    0
T T TD D ＝                       (3.70) 

3.2.2.3 线性、非线性动力平衡方程的精度和稳定性 

在用直接积分法求解系统的运动方程时，积分格式的稳定性是一个非常重要
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的概念，文献[42; 43; 144; 146; 155; 162]等对线性系统的Newmark方法的稳定性

进行了非常详细的阐述，本章不再细述。 

大多数数值方法稳定性理论与线性或线性化系统有关[43; 144; 146; 150]，因

此应当注意到在线性问题中的无条件稳定性并不能确保非线性问题当中的无条

件稳定性[42]。不过如果一种数值方法对于线性系统是不稳定的，当然它对于非

线性系统也将是不稳定的，因为线性系统是非线性系统的子集，幸运的是上述说

法反之也已经被证明是正确的——在几乎所有情况中，对于线性系统稳定的数值

方法对于非线性系统来说结果是稳定的，因此线性系统数值过程的稳定性对于它

们在线性和非线性系统里的行为提供了一个有用的指导[150]。考虑到已有的理

论分析和已经取得的试验结果，最后可以提出下面的建议：总的说来，对于用隐

式时间积分的非线性动力分析，分析者应该采用线性分析中的无条件算子(一种

很好的选择是梯形法则)，并采用具有严格收敛限值的平衡迭代[144; 146]。 

据此，第 4 章在采用 Newmark 方法计算悬索屋盖的风致时程响应时，依然

采用线性系统的无条件稳定性，其  和 总的取值原则为[43; 144; 146; 155]：

0.5  和  2
0.25 0.5   。为获得最大可能的高频耗散，在保持无条件稳定的

同时，  的下列选取是合理的[42]：对于 0.5  ，使用  2
0.25 0.5   。在动

力计算中，当 0.5  和 0.25  时，Newmark 方法可以得出最满意的精度特征曲

线，因而是一种最常用的方法[43; 144; 146]。 

在用直接积分法求解系统的运动方程时，需要考虑积分格式的精度。当

Newmark 法是无条件稳定的，即时间步长 T 的大小不影响解的稳定性，此时 T

的选择主要根据解的精度要求确定[150; 155]。当时间步长增加时，降低了 Newton

过程的强健性，较大的时间步长也削弱了 Newton 方法的收敛性，较小的时间步

长改善了 Newton 算法的强健性[150]。具体来说可根据对结构响应有主要贡献的

若干固有振型的周期来确定 T [155]。 

3.2.2.4 非线性动力时程中的收敛性 

此处的收敛性指的是非线性时程过程中用 Newmark 方法进行隐式积分时利

用 Newton 方法进行非线性迭代过程中的收敛性。第 4 章的计算方案一为非线性

动力时程计算方案，因而本章在此对非线性动力时程中的收敛性进行必要的介

绍。 

通常而言，动力分析中的收敛性比静力分析中的收敛性问题小[52]。而文献

[144; 146]则详细指出：通常情况下，因为系统的惯性导致系统的动力响应比系

统的静力响应更“光滑”，因此能够想象出动力中的收敛性一般比静力分析中的

收敛性快；此外动力分析中的收敛性总是能够达到的，只要时间步长 T 足够小，

但是在非线性静力分析中，我们更早地注意到 Newton-Raphson(笔者注：原文中



同济大学 博士学位论文 大跨度屋盖几何非线性和脉动风等效静力风荷载 

64 

此处为修正的 Newton-Raphson，笔者认为 Newton-Raphson 也会出现这种情况)

迭代在某些荷载情况下就不收敛。动力分析中收敛较好的数值原因在于质量矩阵

和阻尼矩阵(笔者注：原文中此处没有提到阻尼矩阵，因为作者推导公式时没有

考虑阻尼影响)对等效刚度矩阵(笔者注：原文中此处的等效刚度矩阵为系数矩

阵，根据文中含义可以得知该系数矩阵即为等效刚度矩阵，下文同)的影响，当

时间步长较小时，这一影响甚至是主要的(笔者注：即式(3.66)中的 0c 和 1c 比较

大)[144; 146]。 

因为任意非线性动力响应与过程密切相关，所以非线性动力问题分析要求在

每一时间步中的迭代比静力分析中的迭代更加严格，实际上每一时间步长往往仅

需几次迭代便可以得到稳定解[144; 146]。 

3.2.2.5 线性和非线性时程计算响应时的参数取值 

在建立式(3.51)和式(3.61)形式的方程时，如果采用与计算刚度系数时同样的

形函数，则所得单元的质量矩阵叫做一致(性)质量矩阵[53; 154; 161]或相容质量

矩阵[158]，单元采用粘滞阻尼时得到的阻尼矩阵叫一致(性)阻尼矩阵[154]。文献

[43; 53; 144; 155; 161]对这两单元矩阵进行了详细介绍。在结构的动力计算中，

经常采用其它形式的质量矩阵和阻尼矩阵，此外还需要知道初始条件，本章在此

将对这些参数的取值予以必要介绍。 

1、 集中质量矩阵 

虽然一致质量矩阵存在一定的优点，但目前在有限元分析中，集中质量矩阵

仍然被广泛采用[161]。质量矩阵与时间有关，一般情况下利用时刻 0t  的位形

进行计算[155]。对于三维空间中的匀质二节点直线杆单元，如果忽略转动惯量

的影响，在单元的两端节点处集中单元质量W 的一半，便可得出 0t  时刻的单

元集中质量矩阵： 

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 02

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

e W
M

 
 
 
 

     
 
 
 
  

                (3.71) 

2、 阻尼矩阵 

对于一般有限元集合体来说，要确定阻尼参数如果可能的话也是相当困难

的，尤其是因为阻尼特性是随频率变化的，因此实际上的结构整体阻尼矩阵一般

不是由单元阻尼矩阵集合而成，而是利用质量矩阵和刚度矩阵以及阻尼量的试验
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结果构造出来的[144; 146]。对于结构体系来说，在实际分析中通常将阻尼矩阵

简化为质量矩阵和刚度矩阵的线性组合，称之为 Rayleigh 阻尼矩阵[42; 53; 154; 

162]： 

     0 1C a M a K                     (3.72) 

式中， 0a 、 1a 表示 Rayleigh 阻尼常数，它们是用振型阻尼比 n 计算出来的，满

足[42; 53; 162]： 
2

0 12 n n na a                         (3.73a) 

或 

0 1

1

2 2
n

n
n

a a



                        (3.73b) 

很明显，只在两个频率 i与 j 上就可确定阻尼矩阵，用下列方程来求解 0a 和

1a [53; 162]： 

0

1

1

1
12

i
ii

j
j

j

a

a









 
              
  

                 (3.74) 

为了确定给定阻尼比 n 情况下的 0a 和 1a ，通常假定 0a 和 1a 在某个频率范围内

近似为定值，这样，在给定阻尼比 n 和一个频率范围后，解式(3.74)便可求得 0a 和

1a [42]。因为很少能够得到阻尼比随频率变化的详细信息，因此通常假设应用于

两个控制频率的阻尼比相同，即 i j    ， 0a 和 1a 便可由如下形式计算[53; 

162]： 

0 1

2 i j
i j

i j

a a
 


 

 


, 1

2

i j

a


 



            (3.75) 

阻尼与质量有关，主要影响低阶振型，而阻尼与刚度有关，主要影响高阶振

型，所以式(3.72)中的  0a M 对最低几阶模态的阻尼贡献最大，而  1a K 对最高几

阶模态的阻尼贡献最大[42]。对于式(3.75)，在阻尼比一定的情况下， i 和 j 的

取值非常重要，因为它们影响到 0a 和 1a 。关于如何确定 i 和 j 的问题，文献[43; 

146]在求一个多自由度系统的Rayleigh常数时， i 和 j 分别是采用一定数量低阶

频率的平均值和一定数量高阶频率的平均值。 

3、 初始条件 

在进行隐式求解运动方程时，需要知道荷载步 0T  时刻的加速度 0D 、速

度 0D 和位移 0D 。其中   0 0D  、   0 0D  是人们感兴趣的方法。 0D 与
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参考位形有关，如果参考位形不同， 0D 取值也不同。第4章按照图4.1三种方案

进行悬索屋盖的风致时程响应计算时，对于计算方案一，参考位形为找形后的位

形，此时有   0 0D  。对于计算方案二，参考位形为结构自重、平均风荷载和

预应力作用下静平衡位置，此时也有   0 0D  。计算方案三的参考位形为结构

自重和预应力作用下静平衡位置，此时同样有   0 0D  。 

3.3 具有几何非线性特征的大跨屋盖的几何非线性有限元理论 

    在具有几何非线性特征的大跨屋盖中，预应力鞍形索网屋盖是一种非常典型

的结构形式，本章将以该种结构形式对需考虑几何非线性的大跨屋盖进行研究。 

3.3.1 基本假定 

在建立结构的平衡方程时，为简化计算，特作如下基本假定[8; 142]： 

1) 索是完全柔性的，即它不能承受任何弯矩，没有弯曲刚度。本假定是基

本合理的，虽然索在支座处和索网连接处有一定程度的刚性。不过一个

真实的索单元具有抗弯刚度，但是拉得非常紧的索，抗弯刚度可以忽略，

然而对于跨长比小于 0.8 时，抗弯刚度不能忽略[137]。 

2) 索不能承受压力。这一假定显然是正确的，因为基于索的几何特性，其

屈曲强度可忽略不计。 

3) 围护结构(覆盖物)的质量需要考虑，但对屋盖结构的刚度可以忽略。 

4) 两根或多根索的交点可看作一铰接点。这在大多数情况下是正确的，因

为索是(用夹具)夹住的，文献[163]对此进行了详细的说明。 

5) 两铰接点之间的索单元是直线的，这也含蓄地假定了包括索自重在内的

所有荷载均仅仅作用在节点上以及索单元自身是无重量的。该假定在预

应力阶段是很合理的，此时预应力远大于由索自重引起的应力。 

文献[137]也基于多项式插值函数，把索单元分成两节点直线杆单元、多节

点等参有限单元和考虑转动自由度的弯曲单元。同时该文献[137]又基于解析函

数，把索单元分成抛物线单元、弹性悬链线单元和准悬链线单元。通过上述不同

索单元之间的对比分析，文献[137]发现绷紧的不同单元有着相似结果，然而对

于松弛的不同单元，差异较大不能忽略。文献[138]认为索单元取为直线这一假

定很符合实际。文献[156]认为基于有限元理论的集中参数概念，系统上由质量、

弹性和外荷载等产生的影响均可看作是集中在端节点上，因此索单元的所有行为

和特征便被节点上的不同参量或变量来加以表现。 

文献[36]指出通过预加应力的初始变形，可以不考虑温度荷载，因此本章没
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有考虑温度效应的影响。 

3.3.2 几何非线性问题中相关参数 

3.3.2.1 局部坐标系下预应力索单元的计算参数 

虽然单元与局部坐标系的相对位置可以任意假定，但是局部坐标的方向应该

和单元的几何形状相适应，这样描述单元横截面的特性就不会产生混乱[42]。对

一个 2 节点直线单元来说，可以沿单元方向的局部坐标系来计算单元矩阵，然后

再变换到整体坐标系中[144]。设 Newton 迭代过程中第 1k  次迭代后位形时的直

线索单元 pq 位于局部坐标系o xyz 中的 x 轴上，并且节点 p 和局部坐标系的原

点o 重合。整体坐标系O XYZ 和局部坐标系中的直线索单元如图 3.1 所示。 

X

Y

Z

o

x

y

z

p
i

j

k q
o

 

图 3.1 整体和局部坐标系中的直线索单元[143] 

1、 单元位移函数 

位移函数是否精确影响到刚度矩阵的精确度，如果所用的是精确的单元位

移，则所得的刚度系数与平衡微分方程所解得的相同[43; 144]。对于两节点直线

轴力单元，可采用线性插值叠加方式(即一次等参元)表达出精确的单元位移函数

[132; 143; 157]。根据式(3.2)～式(3.5)，在图 3.1 所示的局部坐标系中，单元内任

一节点在第 k 次迭代时产生的位移   kd 可用单元两端节点 p q、 在第 k 次迭代

时产生的位移                , , , , , ,

T
k k k k k k k

pq x p y p z p x q y q z qd d d d d d d 和该节点在第 1k  次

迭代后的在局部坐标系中的坐标   1 0 0
T

kx 
精确地表示为[132; 143; 157]： 

       k k
pqd N d                       (3.76) 

式中，  1kl  表示第 1k  次迭代后的单元长度； N 为索单元的形函数矩阵，根据

式(3.5)可知： 
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 
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

p q

p q

p q

N N

N N N

N N

 
   
  

              (3.77) 

式中，节点 p q、 处的形函数为[132; 143; 157]： 

   

 

1 1

1

k k

p k

l x
N

l

 




                      (3.78a) 

 

 

1

1

k

q k

x
N

l




                          (3.78b) 

2、 单元的 Green 应变(几何方程) 

几何方程就是描述宏观变形(位移)和微观变形(应变)之间的表达关系。对于

直线索单元，其位移只有轴向的伸长和缩短，在局部坐标系中，其 Green 应变即

几何方程可表示为[143]： 

  
  

  
  

  
  

  
  

2 2 2

1 1 1 1

1

2

k k k k
x x y z

x k k k k

d d d d d d d d

d x d x d x d x


   

      
               
       

   (3.79) 

式中，
 
 

d

d



表示微分算子。 

式(3.79)也可以根据工程应变的定义更加直观地得出，具体如下：在局部坐

标系中，位于 x轴上的两节点空间直线索单元产生第 k 次迭代位移前的初始长度

为   1kdx d x  ，变形后单元两端沿 x y z、 、 轴产生了相对位移   k
xd d 、   k

yd d 、

  k
zd d ，变形后的长度为               2 2 2

1' k k k k
x y zdx d x d d d d d d    。

按照工程应变的定义，空间直线索单元的应变为： 

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

2 2 2
' '

1 1 1

2 2 2

1 1 1 1

2

1 1 1

1 1 1

1 2 1

1
1 2

2

k k k
x y z

x k k k

k k k k
x x y z

k k k k

k k k
x x y

k k k

d d d d d ddx dx dx

dx dx d x d x d x

d d d d d d d d

d x d x d x d x

d d d d d d

d x d x d x


  

   

  

                  
     
     

     
          
     
     

  
     
  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

2 2

1

2 2

1 1 1 1

1

1

2

k
z

k

k k k k
x x y z

k k k k

d d

d x

d d d d d d d d

d x d x d x d x



   

   
       
    

      
               
       

  (3.79) 
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在此需要说明的是，式(3.79)中部分采用了 Taylor 级数展开并仅取前面两项。 

3、 单元线性应变矩阵 

    根据式(3.8)和式(3.9)可得直线索的 LB 变成： 

     

   

1 1

1

0 0 0 0

1
1 0 0 1 0 0

p q
L k k

k

dN dN
B

dx dx

l

 



 
  
 

 

              (3.80) 

4、 单元线性刚度矩阵 

一个有限单元具有一个特征矩阵，即用于荷载——变形分析的刚度矩阵

[42]。在求直线索单元的刚度矩阵时，首先需要给出单元的本构关系。由于索单

元一般只考虑材料的弹性阶段[8; 41; 51; 142; 156; 164]，而且绷紧的预应力索单

元可看作空间铰接直线杆单元的一个特例[137; 142; 143]，因而其物理方程便大

为简化，式(3.23)形式的物理方程便可直接采用 Hooke 定律表示[143; 156]： 
   k kS E                         (3.81) 

式中，  kS 和  k 分别为索的轴向应力增量和应变增量； E 为索的弹性模量。 

单向受力直线索一般属于一维截面均匀单元，把式(3.81)中的弹性模量 E 代

入式(3.26)，可得直线索单元的线性刚度矩阵  1
,
k

L ek  
 为： 

        

 

     

 

 

1

1

1
1

,

1

1

1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

k

k

k
k

L e L LV

kT

L LV

k

k B D B dV

B E B dV

EA

l












   



 
 
 
 

   
 
 
  





Ｔ

           (3.82) 

式中，
 

 
 

1

1 1
k

k k

V
dV Al

  ，A为索的截面积，随着杆件的伸长，A略微减小，

但在材料的弹性范围内，A的变化可以忽略不计，保持常数，即 Poisson 比为 0。 

    当一维单元承受轴向变形时其振型函数即假定模态 p q 、 与式(3.78)中的

形函数相同时，结构动力学中的轴向运动刚度系数为[158]： 
 1

10

kl

pq p qk EA dx 


                      (3.83) 
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式中， p q  、 表示分别对 p q 、 求导。 

不难得知，由式(3.82)求出的单元刚度矩阵与由式(3.83)组装得到的单元刚度

矩阵是完全相同的。 

5、 单元初应力刚度矩阵 

预应力直线索单元的初应力刚度矩阵是结构计算过程中一个非常重要的参

数，本章在此首先采用传统方法对该矩阵进行推导，同时也采用另一种新方法

——叠加方法进行推导。 

1) 单元初应力刚度矩阵推导的传统方法 

对于预应力直线索单元，由式(3.22)可求出直线索的  1kS  
 矩阵为： 

 

 

 

 

1

1 1

1

0 0

0 0

0 0

k
x

k k
x

k
x

S

S S

S



 



 
 

       
  

               (3.84) 

式中，  1k
xS  表示第 1k  次迭代后局部坐标系中 x 轴上的单元应力。  1k

xS  拉应力

取为正，压应力取为负，本章下文中计算预应力引起的单元体力时，也有同样

的规定。 

根据式(3.20)和式(3.21)不难得知索单元的 G 矩阵： 

 

 
  

 
  

 
  

 
  

 
  

 
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1 1
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1 1

1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1 0 0
1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1
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p q
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p q

k k

k

d N d N

d x d x

d N d N
G

d x d x

d N d N

d x d x

l

 

 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
   
  

 

(3.85) 

    把式(3.84)和式(3.85)代入式(3.19)可得初应力刚度矩阵： 
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         
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   
 
 

  



       (3.86) 

轴向力对结构的刚度可能产生很大的影响，称之为轴向力的效应，而轴向力

产生的刚度矩阵叫结构的几何刚度矩阵，结构最后的组合刚度矩阵中包括几何刚

度矩阵部分[53]。由此可知，初应力刚度矩阵实际上就是文献[53]所提及的几何

刚度矩阵。 

2) 单元初应力刚度矩阵推导的新方法——叠加方法 

直线索单元受力类似于桁架杆件，为了便于对式(3.86)作进一步的认识，本

章采用文献[145]推导桁架单元切线刚度矩阵的方法再次对预应力直线索单元的

初应力刚度矩阵进行推导。 

把式(3.76)代入式(3.79)可得： 

 
      
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   

 

                   
       

           
    

      
      

  
2

1 1

1 1
0 0 0 0 k

pqk k
d

l l 

    
  

(3.87) 

对式(3.87)求微分有： 

     
   

   
      

   

   
      

   

   
      

   

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1
0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

k
x pqk k

k k
pq pqk k k k

k k
pq pqk k k k

k k
pq pqk k k k

d d d
l l

d d d
l l l l

d d d
l l l l

d d d
l l l l


 

   

   

   

   
 

        
   
        
   
        
   

   (3.88) 



同济大学 博士学位论文 大跨度屋盖几何非线性和脉动风等效静力风荷载 

72 

由式(3.88)，根据文献[145]可知： 

     
      

   
      

   
      

     

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

, , ,

1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

k
N pqk k k k

k
pqk k k k

k
pqk k k k

N x N y N z

B d
l l l l

d
l l l l

d
l l l l

B B B

   

   

   

        
   
        
   
        
   

  

  

(3.89) 

式中，     , , ,N x N y N zB B B、 、 分别表示由在局部坐标系 x y z、 、 轴上产生的位

移引起的在 x 轴产生的非线性应变刚度矩阵，显而易见由式(3.89)可知这些应变

矩阵具有叠加性。     , , ,N x N y N zB B B、 、 分别表示如下： 

   
     

2

, , ,1

1
1 0 0 1 0 0k k

N x x q x pk
B d d

l 

    
 

      (3.90) 

   
     

2

, , ,1

1
0 1 0 0 1 0k k

N y y q y pk
B d d

l 

    
 

      (3.91) 

   
     

2

, , ,1

1
0 0 1 0 0 1k k

N z z q z pk
B d d

l 

    
 

      (3.92) 

再根据文献[145]，且代入式(3.90)～式(3.92)可知： 
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      
 

      
        

 

      
 

 

 
   

 

 

1

1 1

1

1 1

1 1 1 1
, ,

1 1
,

1

1

1

1

1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0

k

k k

k

T k k
N xV

TT k k k k
N x x N y xV V

T k k
N z xV

k
kx

pqk

k
x

k

d B S dV

d B S dV d B S dV

d B S dV

S A
d d

l

S A

l



 



 

   

 









 



 
 
 
 

   
 
 
 









 



   

 

 
   

 

 
   

1

1

1

1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

k
pq

k
kx

pqk

k
kx

pqk

d d

S A
d d

l

S A
d d

l









 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 

 
 

  
 

   
 
 

 

  (3.93) 

由文献[145]可知，式(3.93)最后一个等式微分    k
pqd d 前的矩阵即为预应力

直线索单元的初应力刚度矩阵，也即式(3.86)。由式(3.93)可知： 
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① 初应力刚度矩阵具有叠加性：它是由局部坐标系中    , ,N x N yB B、 和 

 ,NB ｚ 引起的初应力刚度矩阵的叠加。 

② 由上述推导过程，初应力刚度矩阵与非线性应变有关系，所以初应力刚

度矩阵也叫非线性应变刚度矩阵[144; 146]。 
③ 文献[144; 146]在分析平面桁架时认为，线性刚度矩阵就是局部坐标系中

线性单元的刚度矩阵，这个矩阵并不定义对应于局部坐标系的横向增量

位移的刚度，但可由非线性应变刚度矩阵导出线性刚度矩阵。该结论对

索单元也成立，而且式(3.82)和式(3.93)中第一项由 ,N xB 引起的刚度矩

阵是成比例的，所以有“由非线性应变刚度矩阵导出线性刚度矩阵”之

说。 

④ 文献[157]基于线弹性小变形假定对二维平面桁架做研究时，认为局部坐

标系中垂直于杆轴的横向位移与单元刚度没有关系，因此横向位移与单

元力也没有关系。而非线性大变形的与杆轴垂直的两个方向的横向位移

却影响了单元刚度，即   , ,N x N yB B、 引起的刚度矩阵，当然与单元力也

有关系。 

⑤ 文献[42]认为  1
,
k

S ek  
 是应力刚化的度量，也是传统刚度矩阵(笔者注：实

际上就是线性刚度矩阵)的扩展，它与材料属性无关，所以尽管存在各向

异性和屈服它仍然适用。文献[42]在推导平面直杆单元的初应力矩阵，

实际上也有式(3.93)类似结果，文中称之为附加项。 

6、 单元预应力的体力计算 

把式(3.80)代入式(3.18)便得预应力引起的体力分量： 
         

 
   1

1 1 1 1
, 1 0 0 1 0 0

k

Tk k k k
S e L x xV

f B S dV S A

    
Ｔ

＝ (3.94) 

3.3.2.2 整体坐标系下预应力索单元的计算参数 

3.3.2.1 对局部坐标下索单元的计算参数进行了详细分析。有限元分析需要转

化到整体坐标系中，本章在此对整体坐标系下预应力索单元的计算参数进行详细

推导。在计算完上述参数时，便可用直接刚度法建立起整个体系的平衡方程，然

后用 3.2 节中介绍的非线性求解理论求解体系的响应。 

1、 整体坐标系下的索单元线性刚度矩阵 

直线索单元属于三维空间中的直线杆系单元。对于三维空间中的直线杆系单

元，在每一端具有三个位移坐标，总共具有 6 个自由度，则式(3.27)的转换矩阵
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公式简化成[156; 158]： 

     
   

1 0

0
kT




  
      

                    (3.95) 

式中  依然采用式(3.27)的形式。 

把式(3.95)和式(3.82)代入式(3.30)，可得索单元在整体坐标系下的线性刚度

矩阵为： 

 
 

   

   

1 1
, ,

1
, 1 1 1

, ,

k k
L block L block

k
L e k k k

L block L block

K KEA
K

l K K

 


  

                      
          (3.96) 

式中， 

 

2
1 1 1 1 1

1 2
, 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1

k
L block

l l m l n

K m l m m n

n l n m n



 
      
  

               (3.97) 

式(3.97)牵涉到了 x 轴的方向余弦，在整体坐标系中一维杆单元沿着单元轴

线的单位向量可以采用直接余弦法表示成[157; 165]：  

 
 

              1 1 1 1 1 1

1

1 1 1

1e k k k k k k
q p q p q pk

X X i Y Y j Z Z k
l
l i m j n k

      

       

  
 (3.98) 

式中，
   

 

   

 

   

 

1 1 1 1 1 1

1 1 11 1 1
,

k k k k k k
q p q p q p

k k k

X X Y Y Z Z
l m n

l l l

     

  

  
  , ；       1 1 1, ,k k k

p p pX Y Z  

和       1 1 1, ,k k k
q q qX Y Z  

分别为第 1k  次迭代后 p q、 节点在整体坐标系中的坐标。 

式(3.95)所用到的坐标转换矩阵  1kT  
 为方阵，实际上为了简化计算，转换

矩阵  1kT  
 也可以采用长方形矩阵形式，矩阵

 1
,
k

L ek  
 也要进行相应的变化，文

献[157]在推导三维桁架的线性刚度矩阵(笔者注：不难得知直线索单元同样可采

用此种方法求解整体坐标系下的线性刚度矩阵)时进行了详细的阐述： 

 1 1 1 1

1 1 1

0 0 0

0 0 0
k l m n

T
l m n

         
             (3.99) 

 
 

1
, 1

1 1

1 1
k

L e k

EA
k

l




        
                (3.100) 

在此指出的是，计算方案二和三是根据线性位移时程的结果来计算单元轴力

的线性时程部分的，其中在求局部坐标系下的单元杆端力(即单元轴力)时，所用

到的转换矩阵便是式(3.99)，不过在求整体坐标系下的单元杆端力时，所用到的

单元刚度矩阵依然是式(3.96)和初应力刚度矩阵的新形式(见本章下文)二者之和。 
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2、 整体坐标系下的索单元初应力刚度矩阵 

在一般的文献中，整体坐标系下索单元的初应力刚度矩阵与三个局部坐标轴

的方向余弦均有关系，本章称之为初应力刚度矩阵的传统形式，这使得该矩阵的

计算变得比较繁琐。本小节将采用严格的数学公式推导出索单元初应力刚度矩阵

新的表达形式，本章称之为初应力刚度矩阵的新形式，该形式与局部坐标轴的方

向余弦没有关系，从而使得初应力刚度矩阵的计算大为简化。 

1) 初应力刚度矩阵的传统形式 

    在推导初应力刚度矩阵的传统形式时，常常借助式(3.31)直接推导。为了对

传统形式做进一步的认识，本小节也采用新方法——叠加方法对其进行了推导。 

(1) 传统形式的直接推导 

    当坐标转换矩阵为方阵时，同样把式(3.95)和式(3.86)代入式(3.31)，可得索

单元在整体坐标系下的初应力刚度矩阵为[143]： 

 
 

 

   

   

1 1
1 , ,

1
, 1 1 1

, ,

k k
k S block S block

k x
S e k k k

S block S block

K KS A
K

l K K

 



  

                      

           (3.101) 

式中： 

 

2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 2 2 2
, 1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 2 3

k
S block

l l l l m l m l m l n l n l n

K m l m l m l m m m m n m n m n

n l n l n l n m n m n m n n n



      
           
       

(3.102) 

本章把式(3.101)构成的矩阵称之为初应力刚度矩阵的传统形式。 

(2) 传统形式的新方法——叠加方法推导 

不难由式(3.93)的推导过程得知，在局部坐标系中     , , ,N x N y N zB B B、 、 引起

的初应力刚度矩阵分量分别为式(3.93)第二个等式微分    k
pqd d 前面的矩阵。为

了对式(3.101)作进一步的认识，下面同样采用前述坐标变换不难把这三个初应力

刚度矩阵分量转换到整体坐标系中，分别表示为      1 1 1
, , , , , ,
k k k

S e x S e y S e zK K K       
     、 、 ： 

 
 

 

   

   

1 1
1 , , , ,

1
, , 1 1 1

, , , ,

k k
k S block x S block x

k x
S e x k k k

S block x S block x

K KS A
K

l K K

 



  

                      

        (3.103) 

 
 

 

   

   

1 1
1 , , , ,

1
, , 1 1 1

, , , ,

k k
k S block y S block y

k x
S e y k k k

S block y S block y

K KS A
K

l K K

 



  

                      

        (3.104) 
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 
 

 

   

   

1 1
1 , , , ,

1
, , 1 1 1

, , , ,

k k
k S block z S block z

k x
S e z k k k

S block z S block z

K KS A
K

l K K

 



  

                      

        (3.105) 

在式(3.103)～式(3.105)中： 

   

2
1 1 1 1 1

1 1 2
, , , 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1

k k
S block x L block

l l m l n

K K m l m m n

n l n m n

 

 
          
  

           (3.106) 

 

2
2 2 2 2 2

1 2
, , 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2

k
S block y

l l m l n

K m l m m n

n l n m n



 
      
  

             (3.107) 

 

2
3 3 3 3 3

1 2
, , 3 3 3 3 3

2
3 3 3 3 3

k
S block z

l l m l n

K m l m m n

n l n m n



 
      
  

             (3.108) 

再由式(3.102)和式(3.106)～式(3.108)对比可知： 

       1 1 1 1
, , , , , , ,
k k k k

S block S block x S block y S block zK K K K                            (3.109) 

由式(3.103)～式(3.105)可知，      1 1 1
, , , , , ,
k k k

S e x S e y S e zK K K       
     、 、 都仅与各自位移对应

的局部坐标轴的方向余弦有关，而与其它局部坐标轴的方向余弦没有任何关系。

这说明在三轴正交的 Descartes 坐标系中，直线杆件的方向余弦对初应力刚度矩

阵的影响是相互独立的，因而求解整体坐标系中总初应力刚度矩阵时，可以把

局部坐标系中的各个初应力刚度矩阵变换到整体坐标系中再进行叠加即可。 

2) 初应力刚度矩阵的新形式 

由式(3.101)可知初应力刚度矩阵的传统形式与局部坐标轴的三个方向余弦

有关，文献[143]对这些方向余弦进行了详细的阐述，不过计算起来非常繁琐。

而文献[144; 146; 150]在求解二节点平面桁架单元时均指出初应力刚度矩阵独立

于杆的方向，与单元的方位无关，即单元在局部坐标系中的初应力刚度矩阵和整

体坐标系中的初应力刚度矩阵是相等的。但遗憾的是文献[144; 146; 150]并没有

给出三维空间中的二力杆单元初应力刚度矩阵的类似结论。本章在此将用高等数

学的知识来阐明单元初应力刚度矩阵的传统形式实际上与局部坐标轴的方向余

弦无关。 

设两个单位向量    , , , , ,x y z x y za a a a b b b b  ，则 ,a b 的内积或数量积表示

为： 
T

x x y y z zdot a b a b a b a b                   (3.110) 

如果 ,a b互相垂直(即正交)，则有 0dot  ；如果 a b ，则有 1dot  。 
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在式(3.102)中，每一个元素均可以看作三个单位向量 1 2 3, ,l l l 、 1 2 3, ,m m m 、

 1 2 3, ,n n n 自身或彼此之间的内积。同时由式(3.28)可知这三个向量就是该矩阵中

的列向量，而此时的列向量反过来可以看成是三个相互垂直的整体坐标轴在局部

坐标系中的方向余弦，因此由式(3.110)不难把式(3.102)简化成： 

 1
,

1 0 0

0 1 0

0 0 1

k
S blockK 

 
      
  

                    (3.111) 

由式(3.86)、式(3.101)和式(3.111)可知，整体坐标系下的单元初应力刚度矩

阵和局部坐标系下的单元初应力刚度矩阵是完全一样的，本章对式(3.111)构成的

单元初应力刚度矩阵称为初应力刚度矩阵的新形式。 

3、 预应力体力的计算 

把式(3.95)和式(3.94)代入式(3.34)，可得整体坐标系中由预应力产生的体力

分量为[143]： 
      1 1
, 1 1 1 1 1 1

Tk k
S e xF S A l m n l m n             (3.112) 

3.3.3 具有几何非线性特征的大跨屋盖找形分析中的有关理论 

传统刚性结构的平衡几何位形在设计之初通常是知道的，但是张拉结构并非

如此。索材料和膜材料的抗弯刚度、抗剪刚度和抗压刚度都很小，在引进预应力

之前，张拉结构的几何位形是不确定的，建造这类结构时就需要一直施加较大的

预应力，否则对于张拉结构，即使不考虑外荷载作用以及忽略结构自重时，也没

有一个合适的、无应力的位形，因此对于张拉结构，设计者必须要规定一个特殊

的、满足平衡法则的参考位形[137; 153]。除满足平衡条件外，参考位形也必须

适应建筑、结构和建造的要求[51; 166]。 

上述参考位形不是先天就有的形状，它通常不能用简单的数学函数和几何模

型来描述，需要设计者进行一个叫做找形也就是找到仅在预应力作用下结构的基

本静力形态的过程来完成，这就能把张拉结构同传统刚性结构区分开来[137; 

153]。找形也叫成形、初始平衡问题[167]、初始平衡构型[45]或初始几何形状的

确定[142]。 

找形是张拉结构设计过程中的起点，它一般先于结构的静力和动力分析，通

常找形将产生出最佳的结构形状，该形状能够满足功能要求并且能以最小成本来

满足结构耐久性和强度要求[153]。张拉结构的形状严重依赖于内力，而形状反

过来也控制和影响着结构的荷载承载能力，结构受力性能和结构外形不能分割

开，因此找形的过程要求设计者找到一个在形状、承载能力和建筑需要三者之间
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的最优折衷方案[137]。 

张拉结构的初始平衡问题(即找形)有三种类别[45]：①表面形状是给定的但

内力是待定的；②内力是给定的但是表面形状是待定的；③表面形状和内力都是

待定的。但本章只研究第②种情况的初始平衡问题，此时的找形过程是一个可逆

的结构问题，在此过程中，给定的应力分布是促使结构变形的驱动参数[137]，

而一般情况下力却是结构变形后产生的响应，因而找形是一个逆问题[168]。 

由于张拉结构在制作和建造过程中存在一些潜在的精度问题，因此确保找形

计算尽可能精确便显得至关重要，在结构制作中的整体误差也会保持在一个最小

的范围之内[153]。目前，张力结构的找形方法有瞬时刚度法、支座移动法、力

密度法、格栅方法、动力松弛法、杆长修正法、控制点逼近法、比拟法、最小表

面法和不均匀应力表面法等，文献[51; 137; 153; 169; 170; 171]等对这些方法进行

了全面的阐述。不过在现代结构分析中，有限元理论(即刚度方法)占据着主导地

位并得到广泛的应用[137; 153]，文献[142]认为在分析诸如索梁、索网这样的高

次超静定结构时，用有限元理论比较简单而且适用，因此本章将采用 UL 格式对

预应力鞍形索网屋盖进行找形分析。 

3.3.3.1 找形时的非线性有限元理论 

本章前文已对非线性的有限元静力计算理论进行了一般意义上的概述，本小

节在此基础上对预应力索网屋盖在找形时将用到的非线性有限元理论进行具体

的、有针对性的介绍。 

1、 找形时的平衡方程 

对悬索屋盖找形时，可以忽略结构自重和外荷载的作用，在变形过程中结构

的应力大小始终为初始预应力，即不考虑本构关系的影响[143]。Lewis 也认为不

象静力分析阶段那样，找形过程不需要考虑弹性效应[153]。由式(3.35)可得出找

形时基于 UL 格式的静力平衡方程为[143]： 
       1 1k k k
S SK D F                         (3.113) 

    不过文献[138; 143]指出：当直接求解式(3.113)时，由于  1k
SK  

 矩阵可能出

现奇异，从而造成解的漂移，经验做法是考虑线性刚度矩阵，但将材料常数(即

弹性模量)取为很小的值(一般为真实材料常数的 10-4～10-6 倍)，再根据下式求解

节点位移[143]： 

          1 1 1k k k k
L S SK K D F                        (3.114) 

文献[143]已经对数值分析的精确性进行了检验，证明了上述找形方法是正

确的和可靠的。 



同济大学 博士学位论文 大跨度屋盖几何非线性和脉动风等效静力风荷载 

80 

2、 找形流程 

为了对张拉结构进行更加精确地找形，需要进行迭代计算，这意味着找形是

一个结构表面形状逐步调整的过程，直到静力平衡状态和结构中的预应力水平协

调一致为止[153]，对式(3.113)或式(3.114)的数值求解依然采用 Newton 法进行。 

在找形时，需要假定一个结构的初始猜测位形。一般来说，结构的初始猜测

位形不能产生静力平衡，因此结构不会处于平衡状态，将会出现不平衡力，在此

不平衡力作用下，节点要产生新的位移，于是结构又要产生新的位形和新的不平

衡力，然后再次引起新位移，依次类推，直到迭代满足收敛条件为止，这时的位

形才是真正的结构位形。图 3.2 给出悬索屋盖找形的流程。 

图 3.2 预应力鞍形索网屋盖找形的流程 

虽然文献[153]指出不平衡力为零时的位形才是张拉屋盖的找形结果，但是根

据此要求进行找形时，由第 4 章可知迭代步数常常较多；而根据位移收敛条件进

行找形时，迭代步数往往较少，但是不平衡力较大。因此第 4 章在找形时采用能

量收敛准则，迭代步数常常较少，同时不平衡力较小，其收敛条件表示如下： 

      1
T

k k
WR D D e                   (3.115) 

定义结构基本参数(截面面积、弹性模量、

网格尺寸、预应力、索垂度等)和收敛条件

输入节点编号和单元编号的对应关

系，以便单元刚度集成和体力集成。

输入节点t=0时坐标(即位形)，求解此

时的刚度矩阵，并求出不平衡力。 

根据平衡方程求解位移

终止迭代，求出最后结构位

形，即找形后的结构位形。

判断是否满足收敛条件 

满足

重新计算坐标(即位形)，并求此

时的刚度矩阵和不平衡力。

再次根据平衡方程求解位移

不满足
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式中，    1kR D  表示产生最后一个位移   kD 前一时刻位形引起的不平衡力；

We 表示能量容差。 

3.4 本章小结 

本章主要结合经典的几何非线性有限元理论对预应力鞍形索网屋盖的相关

计算内容进行了阐述，为第 4 章的具体计算奠定坚实的理论基础。概括起来得到

了如下结论： 

1) 整体坐标系下的单元初应力刚度矩阵具有叠加性，可以采用叠加方法对 

其进行推导。 

2) 整体坐标系下的单元初应力刚度矩阵与局部坐标轴的方向余弦没有关系，

在两种坐标系下该矩阵的形式是完全一样的，从而使得初应力刚度矩阵的

计算大为简化。 
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第 4 章 大跨度屋盖几何非线性问题的应用研究 

4.1 引言 

第 3 章已经对几何非线性基础理论和预应力鞍形索网屋盖的几何非线性基

础理论进行了必要的阐述，本章将根据第 3 章的内容对几何非线性特征明显的预

应力鞍形索网屋盖设计过程中的找形和风致响应两个方面进行研究。 

本章首先对结构进行找形，为结构风致响应计算做好铺垫。然后采用三种不

同计算方案计算风致响应时程。本章的分析框图见图 4.1。 

本章的主要创新点在于：结合结构特性和风荷载特性，同时采用了三种不同

的计算方案计算了结构风致响应，系统分析了三种方案计算结果的差异，获得了

采用近似计算方案时可以把结构的风致响应看成是在平均风荷载引起的几何非

线性响应基础上叠加脉动风荷载引起的线性响应的结果。 
 

图 4.1 第 4 章分析框图 

4.2 具有几何非线性特征的大跨屋盖的找形分析 

    本章将利用第 3 章介绍的相关理论采用 MATLAB 编程，对具有几何非线性

特征的预应力鞍形索网屋盖的找形进行分析。 

4.2.1 结构概况 

屋盖的找形

风致响应时程计算 

方案一：计算自重、预

拉力和风荷载作用下

非线性响应的时程(用

到动力非线性理论)。

方案二：先计算自重、预拉

力和平均风荷载作用下静

平衡位置(用到静力非线性

理论)，再进行脉动风风致

线性响应的时程计算(用到

动力线性理论)。 

对比分析，找到一种适合具有几何非线性特

征的大跨屋盖风致响应的时程计算方案。

方案三：先计算自重和预拉

力作用下静平衡位置(用到

静力非线性理论)，再进行

风荷载(平均风+脉动风)风

致线性响应的时程计算(用

到动力线性理论)。 
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对一支撑在直线刚性边梁上的空间预应力直线菱形索网屋盖进行找形分析。

结构概况如下：找形前结构体系在 XOY 平面内的投影和结构节点布置见图 4.2

和图 4.3；结构跨度为 40m，网格尺寸为 4.0m 4.0mDL DL   ，令Y 方向为上

凸的稳定索和 X 方向为下凹的承重索；屋盖低点与地面高差 6m，高点与地面高

差为 16m，索垂度为 5m。 

10×4.0=40.0m

10
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40
.0
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36
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31
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58 59 60 6156555453
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14 15 16121110

8 96

图 4.2 结构在 XY 平面内的投影 图 4.3 结构节点布置 

4.2.2 初始猜测位形和找形后位形 

找形前时刻 0t  的初始猜测位形(即坐标)见图 4.4：①节点 31 与整体坐标系

的原点重合，不难由图 4.2 和图 4.3 求出所有节点在 XY 平面内的坐标；②对于

张拉结构，一般采用最小表面形状作为最优化结构形式，其中平面形状是最小表

面形状之一，也是一种最简单的形状，但是平面形状并不真正是一个好选择，因

为它们的横向刚度很小，为了限制变形，必须施加很高的预应力[153]，所以张

拉结构常常采用弯曲形状的表面，这其中需要对边界条件进行约束，在本结构中，

直线刚性边梁上的边节点在 Z 轴上的坐标不完全为零，其中节点 1、26、37 和

36 在 Z 轴上的坐标分别为-5m、5m、-5m 和 5m，其余边节点在 Z 轴上的坐标不

难根据线性插值求得；③内部节点在 Z 轴上的坐标都为零。 

本章基于第 3 章所述有限元理论，采用 MATLAB 编程，分别用式(3.113)和

式(3.114)对该索网找形，结果相差很小，因而在此仅给出用式(3.113)进行找形的

结果，找形后的结构位形见图 4.5。 
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图 4.4 找形前结构初始猜测位形 
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(a) 空间位形 
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(b)  xy 平面内的投影 
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(c)  yz 平面内的投影 (d)  xz 平面内的投影 

图 4.5 找形后结构位形 

4.2.3 结构找形分析 

   首先在此需要说明的是，不难由式(3.113)可知预拉力大小对结构找形没有影

响, 不过为了满足 3.3.1 节中的基本假定 5)，本章在找形过程中给定的所有单元

预拉力大小始终为  1 50 Nk
xS k  。此外本章在找形时用的收敛条件为能量容差 

41 10 .We N m  (见式(3.115))。 

4.2.3.1 结构位形分析 

首先分析一下找形后整体结构的位形情况，由图 4.5 可知找形后结构位形为

马鞍形。正如文献[153]指出：在施加静力荷载和动力荷载之前，如果初始表面

处于常值应力状态时，结构形状便会是一个马鞍形，其曲率是相等的或相反的，

凸起方向索(即稳定索)的应力与下垂方向索(即承重索)的应力的比值等于一，张

拉结构的最优形态便是马鞍形。同时文献[52]也指出：索网曲率必须是马鞍形以

确保结构有着足够的刚度，应当避免出现具有局部平面的索网，否则结构容易发

生振动。 

上面对找形后的整体结构的位形情况进行了分析，下面对部分节点的位形

(即坐标)变化情况进行详细分析。因为结构和荷载具有对称性，可以取出图 4.3

中第一象限内的内部节点在找形前、后的坐标值来定量分析结构位形的变化规

律，见表 4.1。 
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表 4.1 结构第一象限内的内部节点在找形前后的坐标值(单位：m) 

找 
形 
前 

找 
形 
后 

相对变

化值 

找

形

前 

找 
形 
后 

相对变

化值 

找

形

前 

找 
形 
后 

相对变

化值 

  坐 
  标 

 
节 
点 0x  lx  0lx x  0y ly  0ly y 0z lz  0lz z

31 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

32 4 3.6940 -0.3060 0 0 0 0 0.1756 0.1756 

33 8 7.6620 -0.3380 0 0 0 0 0.7450 0.7450 

34 12 11.7823 -0.2177 0 0 0 0 1.7418 1.7418 

35 16 15.9327 -0.0673 0 0 0 0 3.1700 3.1700 

57 0 0 0 4 3.6940 -0.3060 0 -0.1756 -0.1756

58 4 3.7108 -0.2892 4 3.7108 -0.2892 0 0 0 

59 8 7.6957 -0.3043 4 3.7652 -0.2348 0 0.5695 0.5695 

60 12 11.8333 -0.1667 4 3.8612 -0.1388 0 1.5674 1.5674 

49 0 0 0 8 7.6620 -0.3380 0 -0.7450 -0.7450

50 4 3.7652 -0.2348 8 7.6957 -0.3043 0 -0.5695 -0.5695

51 8 7.8056 -0.1944 8 7.8056 -0.1944 0 0 0 

43 0 0 0 12 11.7823 -0.2177 0 -1.7418 -1.7418

44 4 3.8612 -0.1388 12 11.8333 -0.1667 0 -1.5674 -1.5674

39 0 0 0 16 15.9327 -0.0673 0 -3.1700 -3.1700

由于结构对称和荷载对称，由表 4.1 可知：①位于原点的节点 31 为曲面拐点，

找形前后该点坐标始终未变；②位于 x轴上节点 32～35 在 y 轴上的坐标始终未

变，四个节点离坐标原点越远在 z 轴上产生的相对位移越大，但是在 x轴上产生

的相对位移并不是离坐标原点越远而越大，它们各不相同；③位于 y 轴上节点

57、49、43 和 39 在 x轴上的坐标始终未变，四个节点离坐标原点越远在 z 轴上

产生的相对位移越大，但是在 y 轴上产生的相对位移也并不是离坐标原点越远而

越大，它们各不相同；④节点 58～60 在 y 轴上的坐标发生变化，离坐标原点越

远，在 y 轴上产生的相对位移越小，而在 z 轴上产生的相对位移越大，但是在 x轴

上产生的相对位移特点依然同第②点；⑤节点 58、50 和 44 在 x轴上的坐标发生

变化，离坐标原点越远，在 x轴上产生的相对位移越小，而在 z 轴上产生的相对

位移越大，但是在 y 轴上产生的相对位移特点依然同第③点；⑥与 xy平面上对

称轴成 45 度斜线上的节点 31、58 和 51 在 z 轴上的坐标始终为 0，找形前后在 x

轴和 y 上的坐标相等，使得该斜线成为结构位形在 xy平面内投影的又一条对称

线；⑦当第⑥条中的在平面内的对称斜线应用到空间中时，关于该线对称的节点

在找形后的位移和坐标却是反对称的，因而结构找形后才有可能成为马鞍形屋
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面，这是有别于坐标轴的特殊之处，因为坐标轴无论关于平面还是空间都是正对

称的。例如节点 60 存在： 11.8333lx  ， 0 -0.1667lx x  ， 3.8612ly  ，

0 -0.1388ly y  ， 1.5674lz  ， 0 1.5674lz z  。而节点 44 存在： 3.8612lx  ，

0 -0.1388lx x  ， 11.8333ly  ， 0 -0.1667ly y  ， -1.5674lz  ， 0 -1.5674lz z  。 

综上所述，结构变化情况的总特点是：①找形前后，结构位形在 x y、 轴上变

化复杂，在 z 轴上变化简单；②由于节点在找形前后产生不同的相对位移，因而

找形后网格发生畸变，使得非坐标轴上的正交索单元在 xy平面内的投影与网格

线存在一定程度的偏移，相对位移越大，网格畸变越严重。 

4.2.3.2 节点位移、节点不平衡力和能量的分析 

当能量容差取为 41 10 时，方程迭代了 147 次便达到收敛条件。由于节点个

数较多，本章首先在此给出所有内部节点三个方向的位移向量模、不平衡力向量

模和能量与迭代次数的关系，见图 4.6。同时给出部分迭代次数中的位移向量模、

不平衡力向量模和能量大小，见表 4.2。 
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图 4.6 节点位移、节点不平衡力和能量与迭代次数的关系 
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表 4.2 迭代计算中的位移向量模、不平衡力向量模和能量 

迭代次数 位移向量模(m) 不平衡力向量模(N) 能量(N·m) 

1 8.5295 2.3597e7 1.7540e8 

2 0.7693 2.8954e6 1.9992e6 

3 0.2999 1.3348e6 3.7033e5 

        

95 9.7686e-5 364.2509 0.0342 

        

147 5.0614e-6 18.8828 9.2005e-5 

在给定收敛条件下，用基于 UL 格式的 Newton 法求解方程时，由图 4.6 和表

4.2 可知：①位移、不平衡力和能量在较低的迭代次数时收敛较快，而在较高的

迭代次数时收敛较慢，这说明开始几次的位形与真实位形相差甚远，随着迭代次

数的增加，所得位形逐步向真实位形靠近，同时也说明开始几次的预应力分布状

态与平衡力分布状态相差甚远，随着迭代次数的增加，预应力分布状态逐步向平

衡力分布状态靠近；②迭代次数越多，网格畸变越厉害，但成形后索的拉力越均

匀,位移也越小；③当迭代次数为 3 时，位移模已经较小了，而不平衡力模还是

比较大，虽然和第一次值相比较小，即使迭代次数为 95 次(位移容差为 41 10 )

时，不平衡力还为 364.2509N，所以位移收敛速度快于不平衡力收敛速度；④由

表 4.2 不难得知，如果采用力收敛条件，采用相同数值的收敛容差，其迭代次数

将远远大于位移收敛和能量收敛的迭代次数，虽然精度得到一定程度的提高，不

过当收敛容差取值很小时，只要满足不平衡力收敛，位移收敛和能量收敛会自动

满足。据上所述，笔者认为用 Newton 法对索网屋盖找形时宜采用能量收敛准则

来判断迭代是否收敛。 

由于结构和荷载均对称，在每次迭代完成后，内部节点的位移和不平衡力均

存在以下特点：①关于 x轴和 y 轴对称的内部节点的位移和不平衡力也是正对称

的，正如结构力学谈到对称结构在对称荷载作用下的响应是正对称的；②节点

31 是结构上所有节点位移和不平衡力对称转折点，因而该处的不平衡力和位移

始终为零；③与 x轴和 y 轴成 45 度斜线上的节点 31、58 和 51 在 z 轴上的位移和

不平衡力始终为 0，在 x轴和 y 上的位移和不平衡力相等，因此该斜线成为结构

位移和不平衡力在 xy平面内的又一条对称线；④与 45 度斜线对称的节点的位移

和不平衡力是关于该线反对称的；⑤位于 x轴上的节点 32、33、34 和 35 在 x轴

和 z 轴上产生不平衡力和位移，在 y 轴上不产生不平衡力和位移，同样位于 y 轴

上节点 57、49、43 和 39 在 y 轴和 z 轴上产生不平衡力和位移，在 x 轴上不产生

不平衡力和位移。此外由本章前文结构位形分析可知，上述这些迭代过程中的特
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点基本和位形中的特点是一脉相承的，正因为位移和不平衡力有了这些特点，才

导致位形出现相似的特征。 

4.3 具有几何非线性特征的大跨屋盖的风致响应计算 

本小节将根据第 3 章理论采用 MATLAB 编程，对一支撑在直线刚性边梁上

的在进行结构找形后的空间预应力鞍形索网屋盖的风致响应进行计算。 

4.3.1 结构概况和风洞试验概况 

结构跨度为 40m，网格尺寸为 2.0m 2.0mDL DL   ，节点布置见图 4.7。令

Y 方向为上凸的稳定索和 X 方向为下凹的承重索；屋盖低点与地面高差 6m，高

点与地面高差为 16m，索垂度为 5m；由图 4.7 可知结构有 400 个单元和 543 个

自由度(内部非约束节点数为 181 个)。 

大跨度索网结构由于表面流动分离及再附等湍流特征的影响，其风压分布特

性非常复杂，风荷载具有非定常性，风洞实验提供了测量非定常风荷载的手段。

本章风荷载试验数据取自文献[33]中的底部封闭的鞍形膜结构的风洞试验同步

测压结果，限于篇幅和为了便于计算，本章在此只介绍一些必要的实验资料。 

试验中模拟了 B、D 两种地貌，限于篇幅，本章仅对 B 类地貌进行研究，其

梯度风高度 GZ 350m ，地貌粗糙度系数 0.16  [62]。试验中测压模型为刚性

模型，见图 4.8，试验中为了最大限度地消除风洞试验段的地面对流场的影响，

制作了一个高度为 0.4 米的圆台，试验模型置于圆台上[33]。因为结构对称，风

向角测量范围为 0 度~90 度，风向角间隔为 15 度。在模型内外表面上，各布置

81 个对应的测压点，共 182 个测点，测点布置如图 4.9 所示。图中 L 和 H 分别

表示鞍型曲面的低点和高点，即 H-H 方向为下凹的承重索，L-L 方向为上凸的稳

定索。风洞测压试验的参考风速为 13m/s，试验参考点选在高度为 1 米处，该

高度在缩尺比为 1/50 的情况下对应于实际高度 50m。测压信号采样频率为 

312.5Hz，每个测点采样样本的总长为 6000 个数据。风压符号的约定为：压力向

内为正，向外为负。 
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图 4.7 节点布置图 

 
图 4.8 风洞试验模型(缩尺比 1/50) 
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图 4.9 测压点布置 (俯视) 

4.3.2 风致响应计算时的一些注意事项 

4.3.2.1 参数取值原则 

索体分为钢丝绳索体、钢绞线索体、钢丝束体和钢拉杆索体[172]。其中钢

绞线是由多根高强钢丝呈螺旋形绞合而成，具有破断力大、柔韧性好、施工安装

方便等特点，在张力结构中应用最为广泛[138]，因而本章计算时所采用的索单

元为钢绞线索体，在此对计算中相关参数取值进行必要的介绍。 

材料的弹性模量宜由试验方法确定，在不进行试验的情况下，钢绞线索施加

预应力后的弹性模量为 5 21.95 10 N mm [172]。 

钢绞线常常采用镀锌钢绞线，全部钢丝断面面积较多，规范[173]对此进行

了详细的说明，限于篇幅，本章不予列举。除研究断面面积对风致响应的影响外，

本章在计算时所取的断面面积均来自于规范[173]。 

索结构的阻尼来源于：结构体系、材料、屋面覆盖层、节点连接、预应力、

空气、外荷载和支撑结构的影响，索网的阻尼比可取为 1.0 3.0%   [36]。因此

本章在用式(3.75)计算 0a 和 1a 时，阻尼比 0.02i j   ，本章下文中不再予以赘

述。 

关于屋面分布荷载大小，文献[138]定性指出：悬索结构最大的特点是自重
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轻，因此在保证结构稳定、屋面刚度和抗风等要求的前提下，应尽量采用轻型屋

面，使索结构的优越性得以充分发挥。而文献[142]在结构设计的荷载部分却定

量指出：若使用布、塑料或波形金属板，则分布荷载(笔者注：原文中叫恒载 Dead 

Load)可以小到 240～720N/m2(笔者注：这可能属于轻型屋面)，若使用混凝土板

或木板，则分布荷载为 720～1440N/m2(笔者注：这可能属于重型屋面)。 

此外本章在计算风致响应时，除了考虑结构参数的影响外，还考虑了风场参

数的响应，具体来说就是考虑基本风压和风向角对响应的影响。 

在悬索屋盖的设计中，需要考虑钢索的强度校核及悬索屋盖的变形控制

[138]，据此来决定结构参数和风速的选取，其具体规定如下： 

1) 对于强度校核，文献[172]规定：预应力钢结构中的钢索强度的设计值

不应大于索材极限抗拉强度的 40%～50%，重要索取低值，次要索取

高值。文献[172]也同时进一步规定钢索抗拉强度的设计值有 820、870、

930、980 和 1040MPa 五种取值情况。为便于明确地讨论参数变化对

响应的影响，本章采用的设计值均取为 1040MPa。 

2) 对于悬索屋盖的变形控制，文献[138]规定：对于索网屋盖，自预应力

状态算起，承重索跨中竖向位移与其跨度之比不应大于 1/250。 

4.3.2.2 时程计算时的初始位形 

当采用图 4.1 中的三种计算方案开始计算非线性时程或线性时程时，需要知

道各自对应的初始位形，便于计算结构在此位形下的刚度矩阵、频率和模态，并

进一步分析时程响应。 

在计算方案一中，时程计算时的初始位形指的是结构找形后的位形，在计算

该位形的自振频率和模态时需要考虑质量和初始预拉力的影响。 

计算风致响应的最通常方法是把风荷载分成准静态成分(即平均风荷载)和

脉动成分(即脉动风荷载)，准静态成分用非线性静力问题求解[45; 50; 52]，在进

行脉动风荷载作用下索网的响应分析时，可假设荷载——变形之间的特征是线性

的[8; 50; 52]，即此时结构为线性的，所采用的方案即为本章的计算方案二。不

过为了进一步分析风荷载对结构响应的影响特点以及为第 5 章大跨度屋盖脉动

风等效静力风荷载的研究奠定基础，本章又采用计算方案三进行风致响应的计

算。 

在计算方案二、三中，时程计算时的初始位形指的是静态平衡位置。静态平

衡位置也叫静力平衡位置或静平衡位置[53; 158]。当采用计算方案二时，静态平

衡位置指的是结构找形后，再考虑结构在自重、平均风荷载以及初始预拉力三者

共同作用下的平衡位形。当采用计算方案三时，静态平衡位置指的是对结构找形

后，再考虑结构在自重和初始预拉力二者共同作用下的平衡位形。大跨度悬索屋
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盖静态平衡位置的确定需要考虑几何非线性的影响[8]，因此本章将采用第 3 章

介绍的静力非线性理论求解静态平衡位置。 

4.3.3 风致响应计算 

本章在采用图 4.1 所示的三种计算方案对结构进行风致响应进行研究时，主

要研究一些结构参数和风场参数单独变化时对结构自振频率、模态和响应的影

响，并着重分析三种计算方案之间的差异。需要在此首先说明的是： 

1. 当采用计算方案二时，最后的总响应为静态平衡位置(此静态平衡位置包括了

平均风的作用)时的响应叠加脉动风荷载下的线性时程响应。在进行响应的统

计值计算时，不难得知总响应的均值等于静力非线性计算结果，总响应的均

方根等于脉动风风致线性响应计算结果。 

2. 当采用计算方案三时，最后的总响应为静态平衡位置(此静态平衡位置没有包

括平均风的作用)时的响应叠加整体风荷载下的线性时程响应。在进行响应的

统计值计算时，不难得知总响应的均值等于静力非线性计算结果加上整体风

风致线性响应均值，总响应的均方根等于整体风风致线性响应均方根，也等

于脉动风风致线性响应均方根。 

3. 由于忽略了索单元的质量，结构体系的质量便由屋面覆盖层分布荷载 FD  

(以下简称分布荷载)来提供，再结合网格尺寸DL 大小(见 4.3.1 工程概况)把

分布荷载转化成节点上的集中质量 2FD DL g ( g 表示重力加速度)，本章在

计算时假定非边缘节点上每个集中质量是相等的，在计算集中质量产生的重

力时，只考虑了竖向(即 Z 方向)的重力。 

4. 本章在进行静力或动力非线性计算时，根据计算的实际情况，所采用的收敛

条件均为位移的模小于 1e-6。 

4.3.3.1 初始预拉力对自振频率、模态和响应的影响 

在本小节中，首先研究初始预拉力对时程计算时初始位形的自振频率和模态

的影响，然后计算结构的风致响应。 

当仅仅考虑预拉力 0T 的影响时， 0 50 100 150 200 250 300 350T kN 、 、 、 、 、 、 ，索断

面面积为 2355.98mmA  ，屋盖的分布荷载为 2600N/mFD  。以风向角 0WD  度

的试验结果进行风致响应计算，相对屋盖高点(高点 H 与地面高差为 16m，即高

点高度为 16HZ m ，见 4.3.1 结构概况)风压无量纲化的风压系数分布图(已考虑

上下表面压差)见图 4.10。屋盖所在地区的基本风压为 0.75KPaBW  ，基本风速

为 10 1600 34.64 m sU BW  ，屋盖高点处的风速为  0.16

10 10H HU U Z    

 0.16

10 16 10 37.35m sU   [62]，风荷载时程的时间步长为 0.0464sT  ，原型/

模型的风速相似比为 3.45。 
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(a) 平均风压系数 (b) 脉动风压系数 

图 4.10  0 度风向角风压系数分布图 

由图 4.10 可知[33]：①在 0 度风向角时，风从屋面低点吹来，低点附近局部

迎风区域产生正压力，进而逐渐转变为风吸力，在接近屋面高点边缘区域产生流

动分离，使得局部区域风吸力很大；②屋面以负压为主，平均风压系数等压线的

分布成阶梯状；③屋盖低点迎风区域脉动风系数较小，而接近鞍型屋盖高点、靠

近边缘区域，风压脉动特性达到最强。而在下风向区域，由于风从屋盖低点吹来

到达高点区域时，产生了流动分离，导致脉动风压能量增强，从而脉动风压系数

变大；④脉动风压较大的区域和平均风压较大的区域基本上是吻合的；⑤屋盖迎

风边缘脉动风压系数的变化梯度较大，而其它区域变化比较平缓；⑥对称结构在

来流风向平行于对称轴时，风压系数保持了良好的对称性。 

1、 初始预拉力对自振频率的影响 

在计算方案一、二和三中，初始预拉力对时程计算时初始位形的自振频率的

影响分别见图 4.11、图 4.12 和图 4.13。 
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图 4.11 计算方案一中初始预拉力对自振频率的影响 
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图 4.12 计算方案二中初始预拉力对自振频率的影响 
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图 4.13 计算方案三中初始预拉力对自振频率的影响 

由图 4.11～图 4.13 可知：①同阶自振频率随着初始预拉力的增加而增加，

预拉力大小对结构的低频影响较大，而在高频段，频率受预拉力大小的影响很小；

②在低频段，结构的频率比较密集，呈连续分布，因此在对结构进行动力分析时，

需要考虑多个低阶频率对 Rayleigh 阻尼矩阵的影响；③结构频率大致在第 181(即

内部非约束节点数)阶后产生较为明显的增长。 

在此需要指出的是，在用式(3.75)计算 0a 和 1a 时，本章根据上述频率特点考

虑了结构前 180 阶频率的影响，其中 i 取第 1～90 阶自振圆频率的平均值， j 取

第 91～180 阶自振圆频率的平均值。 

由图 4.11～图 4.13 也可以知道，频率差异主要集中在低频段。本章在此也

分析了在相同初始预拉力情况下、而在不同计算方案之间的 1～180 阶频率之间

的差异，见图 4.14。 



同济大学 博士学位论文 大跨度屋盖几何非线性和脉动风等效静力风荷载 

96 

0 18 36 54 72 90 108 126 144 162 180
1

1.5
2

2.5
3

3.5
4

4.5
5

阶数

频
率

(H
z)

 

 

计算方案一
计算方案二
计算方案三

0 18 36 54 72 90 108 126 144 162 180
0
2
4
6
8

10
12

阶数

频
率

(H
z)

 

 

计算方案一
计算方案二
计算方案三

(a) T0=50kN (b) T0=350kN 

图 4.14 相同初始预拉力情况下、不同计算方案之间的低频段之间的差异 

由图 4.14 可知，当初始预拉力较小时，低频段的频率在三种计算方案之间

存在一定的差异，不难推知预拉力越小(笔者注：预拉力过小时，单元轴力时程

出现压力，这不符合 3.3.1 中的基本假定 2)，本章不予讨论。)，差异越大；当初

始预拉力较大时，低频段的频率在三种计算方案之间的差异很小。 

2、 初始预拉力对结构模态的影响 

在计算方案一、二和三中，初始预拉力对时程计算时初始位形的结构模态的

影响分别见图 4.15～图 4.17、图 4.18～图 4.20 和图 4.21～图 4.23，图中 f、T 分

别表示模态对应的频率和周期，下文与之相同，不再赘述。 

(a) 第 1 阶模态(f=1.093Hz,T=0.915s) (b) 第 2 阶模态(f=1.342Hz,T=0.745s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.342Hz, T=0.745s) (d) 第 4 阶模态(f=1.522Hz,T=0.657s) 
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(e) 第 5 阶模态(f=1.563Hz, T=0.640s) (f) 第 6 阶模态(f=1.747Hz, T=0.572s) 

图 4.15 计算方案一中初始预拉力 T0=50kN 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=2.185Hz,T=0.458s) (b) 第 2 阶模态(f=2.490Hz,T=0.402s) 

(c) 第 3 阶模态(f=2.490Hz,T=0.402s) (d) 第 4 阶模态(f=2.550Hz,T=0.392s) 

(e) 第 5 阶模态(f=3.044Hz,T=0.329s) (f) 第 6 阶模态(f=3.212Hz,T=0.311s) 

图 4.16 计算方案一中初始预拉力 T0=200kN 时的部分结构模态 
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(a) 第 1 阶模态(f=2.890Hz,T=0.346s) (b) 第 2 阶模态(f=2.987Hz,T=0.335s) 

(c) 第 3 阶模态(f=2.987Hz,T=0.335s) (d) 第 4 阶模态(f=3.025Hz,T=0.331s) 

(e) 第 5 阶模态(f=3.887Hz,T=0.257s) (f) 第 6 阶模态(f=3.921Hz,T=0.255s) 

图 4.17 计算方案一中初始预拉力 T0=350kN 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.107Hz, T=0.904s) (b) 第 2 阶模态(f=1.343Hz, T=0.745s) 
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(c) 第 3 阶模态(f=1.358Hz,T=0.736s) (d) 第 4 阶模态(f=1.549Hz,T=0.646s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.583Hz,T=0.632s) (f) 第 6 阶模态(f=1.744Hz,T=0.573s) 

图 4.18 计算方案二中初始预拉力 T0=50kN 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=2.189Hz, T=0.457s) (b) 第 2 阶模态(f=2.489Hz, T=0.402s) 

(c) 第 3 阶模态(f=2.497Hz,T=0.401s) (d) 第 4 阶模态(f=2.552Hz,T=0.392s) 
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(e) 第 5 阶模态(f=3.062Hz,T=0.327s) (f) 第 6 阶模态(f=3.211Hz,T=0.311s) 

图 4.19 计算方案二中初始预拉力 T0=200kN 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=2.893Hz, T=0.346s) (b) 第 2 阶模态(f=2.990Hz, T=0.335s) 

(c) 第 3 阶模态(f=2.996Hz,T=0.334s) (d) 第 4 阶模态(f=3.030Hz,T=0.330s) 

(e) 第 5 阶模态(f=3.887Hz,T=0.257s) (f) 第 6 阶模态(f=3.919Hz,T=0.255s) 

图 4.20 计算方案二中初始预拉力 T0=350kN 时的部分结构模态 
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(a) 第 1 阶模态(f=1.069Hz, T=0.935s) (b) 第 2 阶模态(f=1.255Hz, T=0.797s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.359Hz,T=0.736s) (d) 第 4 阶模态(f=1.431Hz,T=0.699s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.517Hz,T=0.659s) (f) 第 6 阶模态(f=1.588Hz,T=0.630s) 

图 4.21 计算方案三中初始预拉力 T0=50kN 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=2.183Hz, T=0.458s) (b) 第 2 阶模态(f=2.463Hz, T=0.406s) 
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(c) 第 3 阶模态(f=2.512Hz,T=0.398s) (d) 第 4 阶模态(f=2.548Hz,T=0.393s) 

(e) 第 5 阶模态(f=3.033Hz,T=0.330s) (f) 第 6 阶模态(f=3.185Hz,T=0.314s) 

图 4.22 计算方案三中初始预拉力 T0=200kN 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=2.890Hz, T=0.346s) (b) 第 2 阶模态(f=2.973Hz, T=0.336s) 

(c) 第 3 阶模态(f=3.001Hz,T=0.333s) (d) 第 4 阶模态(f=3.025Hz,T=0.331s) 
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(e) 第 5 阶模态(f=3.884Hz,T=0.258s) (f) 第 6 阶模态(f=3.899Hz,T=0.257s) 

图 4.23 计算方案三中初始预拉力 T0=350kN 时的部分结构模态 

由图 4.15～图 4.23 可知：①多数情况下，结构前若干阶模态为单轴或双轴

反对称形式，这与文献[138]的结论是一致的；②结构的第 1 阶模态为双轴反对

称模态，文献[138]指出，当矢跨比较小时，结构的第 1 阶模态可能为双轴对称

形式，而当矢跨比较大时一般为双轴反对称形式，不过索网的第 1 阶模态通常为

反对称的。文献[142]也指出，通过对不同形式的索系统进行研究，可得出一般

性结论，与传统刚性结构相反，索系的第 1 阶模态往往为反对称的，且不受弹性

伸长的影响；③各阶模态在两个方向上均为多波曲线，整个曲面变化复杂(即模

态复杂)，这与文献[38; 142]的结论是一致的，不过阶数越高，模态形状越复杂；

④在同一计算方案中，不同的初始预拉力使得同阶模态的形状也存在一定的差

异，正如文献[142]指出预应力在某些情况下将影响模态形状。文献[52]也指出索

网屋盖的模态不仅随结构自身的变化而变化，而且随预拉力水平、荷载和振幅的

变化而变化；⑤总的来说，同一初始预拉力下不同计算方案的同阶模态形状相差

较大，虽然个别同阶模态形状相似。 

3、 初始预拉力对响应的影响 

本小节将分析初始预拉力 0T 对响应统计值、响应功率谱密度和阵风响应因

子的影响，对比分析三种计算方案的差异。 

1) 初始预拉力对结构变形的影响 

为了大致了解初始预拉力对整个屋盖节点位移统计值的影响，本章在此给出

三种计算方案中不同预拉力情况下结构的平均位移和脉动位移(本章称之为结构

变形)，见图 4.24～图 4.26。 
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(a) T0=50kN 的平均位移图 (b) T0=50kN 的脉动位移图 

(c) T0=350kN 的平均位移图 (d) T0=350kN 的脉动位移图 

图 4.24 计算方案一中初始预拉力对结构变形的影响 

(a) T0=50kN 的平均位移图 (b) T0=50kN 的脉动位移图 

(c) T0=350kN 的平均位移图 (d) T0=350kN 的脉动位移图 

图 4.25 计算方案二中初始预拉力对结构变形的影响 
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(a) T0=50kN 的平均位移图 (b) T0=50kN 的脉动位移图 

(c) T0=350kN 的平均位移图 (d) T0=350kN 的脉动位移图 

图 4.26 计算方案三中初始预拉力对结构变形的影响 

由图 4.24～图 4.26 可知：①风荷载分布关于 Y 轴对称，结构变形图也关于

Y 轴对称；②风荷载的方向和大小与结构位移的方向和大小也是一致的，在风压

(正压和负压)比较大的地方，结构沿风荷载方向的位移也较大，相反则小(笔者注：

特点①、②在本章后文中同样出现，不再进行阐述)；③初始预拉力对结构的变

形影响较大，当预拉力较小时，位移(平均值和脉动值)较大，而当预拉力较大时，

位移较小。 

2) 初始预拉力对响应统计值的影响 

本章前文已对结构的整体变形进行了分析，限于篇幅，本小节将对部分节点

和单元的响应统计值进行研究。因为风向角为 0 度，因而 Y 轴上的节点在 X 轴

上的位移为 0，本章对此不予研究，下文不再进行说明。 

由图 4.7、图 4.10 和图 4.24～图 4.26 不难得知，节点 67 处于高负压区，该

点的风压系数(平均风压和脉动风压)绝对值较大，节点沿风荷载方向的位移也较

大；节点 3 处于屋盖上唯一的正压区；此外节点 111 也常是人们关注的屋盖跨度

中点，而且该点的负压也较大。因此本小节将对这三个节点及与之相连的 Y 方

向稳定索单元 267、203、391 和 X 方向承重索单元 59、2、101(见图 4.27) 进行

风致响应研究。 
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(a) 节点 67 处的单元 (b) 节点 3 处的单元 (c) 节点 111 处的单元 

图 4.27 所研究节点处的单元 

初始预拉力对所研究节点和所研究单元的响应统计值的影响见图 4.28 和图

4.29。 
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(a) 节点 67 位移统计值 
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(b) 节点 3 位移统计值 
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(c) 节点 111 位移统计值 

图 4.28 初始预拉力对节点位移统计值的影响 
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(a) 单元 267 轴力统计值 
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(b) 单元 59 轴力统计值 
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(c) 单元 203 轴力统计值 
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(d) 单元 2 轴力统计值 
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(e) 单元 391 轴力统计值 
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(f) 单元 101 轴力统计值 

图 4.29 初始预拉力对单元轴力统计值的影响 

由图 4.28 可知风荷载分布特性对节点位移统计值的影响特点有：①节点 67

处于高负压区，X、Y 和 Z 方向的风荷载分别为正(即与坐标轴的正方向相同)、

负(即与坐标轴的正方向相反)和正，节点存在同时向 X 轴正向、Y 轴负向和 Z 轴

正向的运动趋势，因而 X、Y 和 Z 向的平均位移分别为正、负和正；②节点 3

受正压，X、Y 和 Z 方向的风荷载分别为 0、正和负，节点存在同时向 Y 轴正向

和 Z 轴负向的运动趋势，因而 X、Y 和 Z 向平均位移为 0(本章下文中不再予以

讨论)、正和负；③节点 111 也处于较大的负压区，虽然 X、Y 方向的风荷载均

为 0，Z 方向的风荷载为正，但是由图 4.10 可知，屋盖上远离来流的上半部分受

到较大的负压，使得整个屋盖有向 Y 轴正向、Z 轴正向运动的趋势，因而该节点

在 Y、Z 向的位移均值均为正。 

由图 4.28 同时可知：①初始预拉力大小对节点位移影响很大，预拉力越大，

结构刚度越大，因而位移的统计值(均值在此为绝对值，本章下文同)越小；②位

移平均值和均方根在同一初始预拉力下具有相同的量级，因而结构属于风敏感结

构[50; 174]；③随着预拉力的逐步增加，位移统计值的增加或下降趋势均逐渐减

弱，也即当体系的预拉力较小时，曲线斜率随着预拉力的变化而急剧变化，而当

预拉力较大时，曲线斜率的变化较小，几乎保持为一个定值。 

由图 4.29 可知：①初始预拉力对单元轴力的影响也很大，预拉力越大，单

元轴力平均值与预拉力越接近，而且轴力均方根越小；②当预拉力较小时，轴力
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平均值和均方根具有相同的量级。而当预拉力较大时，均方根远远小于平均值，

这一点与位移不同，说明当考虑非线性时，预拉力对位移均方根和轴力均方根的

影响没有一致性；③轴力平均值的斜率几乎不随预拉力的变化而变化，但是当预

拉力较小时，轴力均方根的曲线斜率随着预拉力的变化而急剧变化，而当预拉力

较大时，曲线斜率的变化较小，几乎保持为一个定值。 

如果用响应统计值和外部影响因素之间的比例关系(即斜率)为定值和非定

值来分别定义结构是线性和非线性，那么由上面的初始预拉力对响应统计值的影

响分析可知：当预拉力较小时，结构表现出较强的几何非线性，而当初始预拉力

较大时，结构表现出弱的非线性，文献[38]在计算节点位移时进行了一定的阐述。 

前文对部分节点和部分单元的统计值在三种计算方案中的差异进行了研究，

而实际上结构节点和单元较多，需要对所有内部非约束节点(边缘约束节点位移

为 0)和所有单元的响应统计值在三种计算方案中的差异进行定量分析。定量分析

响应统计值在不同计算方案中产生的差异(本章称为整体误差)依然采用式(2.36)

所定义的夹角和式(2.38)所定义的相对误差 e两个参数： 

   
   

2 2

arccos
T

X Y

X Y
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 
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 

                   (2.36) 

和 

   
 

2

2

X Y
e

Y


                        (2.38) 

式中， X 表示计算方案二、三中的所有内部非约束节点位移统计值或所有单元

轴力统计值， Y 表示计算方案一中的所有内部非约束节点位移统计值或所有单

元轴力统计值，本章认为是精确的。 

初始预拉力对整体误差的影响见图 4.30 和图 4.31，图中， 1,2 、 1,3 分别表

示计算方案一、二之间的夹角和计算方案一、三之间的夹角， 1,2e 、 1,3e 分别表示

计算方案一、二之间的相对误差和计算方案一、三之间的相对误差(笔者注：本

章后文中同样如此定义整体误差)。 
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图 4.30 初始预拉力对节点位移统计值整体误差的影响 
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图 4.31 初始预拉力对单元轴力统计值整体误差的影响 

由图 4.30 和图 4.31 可知：①计算方案一、二之间的整体误差 1,2 和 1,2e 小于

计算方案一、三之间的整体误差 1,3 和 1,3e ，尤其是在初始预拉力较小时；②当预

拉力较小时，整体误差随预拉力的增加而快速减小，而当预拉力较大时，整体误

差受预拉力大小的影响较小，逐渐趋于一个稳定值。 

3) 初始预拉力对响应功率谱密度的影响 

初始预拉力对节点位移响应功率谱密度的影响见图 4.32。 
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(a) 节点 67 位移功率谱密度 
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(b) 节点 3 位移功率谱密度 
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(c) 节点 111 位移功率谱密度 

图 4.32 初始预拉力对节点位移功率谱密度的影响 

由图 4.32 可知：①节点 111 处的平均风压(负值时为绝对值，下文同)和脉动

风压相对较小(见图 4.10)，共振响应在总响应中较大，背景响应在总响应中较小，

背景响应与共振响应分离比较明显。而且初始预拉力越小，共振响应越明显；②

节点 67 和 3 处的平均风压和脉动风压都比较大(见图 4.10)，背景响应在总响应
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中占有较大的比例，几乎与共振响应相当；③以节点 111 为例，当预拉力较小时，

结构的非线性比较明显，在结构的基频(见图 4.14)处并没有出现一个共振峰值，

而当预拉力较大时(比如 T0=350kN)，结构呈现出弱的非线性，在结构的基频处

几乎出现了一个明显的共振峰值。 

初始预拉力对单元轴力响应功率谱密度的影响见图 4.33。 
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图 4.33 初始预拉力对单元轴力功率谱密度的影响 
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由图 4.33 可知：对于轴力来说，其背景响应和共振响应几乎相当，没有哪

一种分量占据着绝对的主导地位。 

同时由图 4.32 和图 4.33 可知：①总的来说，响应功率谱密度带宽较宽，结

构的非线性振动是一个需要考虑多频率的宽带过程；②预拉力越小，响应功率谱

密度带宽频段也越小，预拉力越大，功率谱密度的带宽频段也越大；③在同一初

始预拉力下，不同响应的功率谱密度形状差异较大。此外对于不同响应而言，背

景响应与共振响应占总响应的比例并不一样，不能简单地认为结构主要由背景响

应或共振响应为主。这些都体现了索网结构非线性风致响应的复杂性。 

4) 初始预拉力对阵风响应因子的影响 

为了大致了解纯风荷载下的结构风振响应概况，本章拟采用阵风响应因子来

进行考虑。所谓阵风响应因子指的是风引起的可能最大响应与平均风引起的响应

之比[38]，根据本章计算的实际情况，特将其定义如下： 

 

 
1

T D S T D S T

T D S

T D S T

T D S

r r g sign r r

r r

g sign r r

r r


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

 







   




 
 



              (4.1) 

式中， Tr 、 T 分别表示在自重、初始预拉力和总风荷载作用下结构的非线性响

应平均值和均方根，即三种计算方案中响应的平均值和均方根； D Sr  表示结构在

自重、初始预拉力作用下的非线性响应，即计算方案三中的静力非线性响应；g

表示峰值因子，本章取为 2.5； ( )sign  表示符号算子。 

初始预拉力对阵风响应因子的影响见图 4.34 和图 4.35。 
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(a) 节点 67 的位移阵风响应因子 
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(b) 节点 3 的位移阵风响应因子 
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(c) 节点 111 的位移阵风响应因子 

图 4.34 初始预拉力对节点位移阵风响应因子的影响 
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图 4.35 初始预拉力对单元轴力阵风响应因子的影响 

由图 4.34 和图 4.35 可知：①阵风响应因子随着节点位置和单元位置的不同

而不同，而且也随着初始预拉力的变化而变化，阵风响应因子通常不能取为一常

量，这与文献[38]的结论是一致的；②大体上说当预拉力较小时，阵风响应因子

变化较大，而当初始预拉力较大时，阵风响应因子变化较小，基本趋于一个常数。 

5) 三种计算方案的对比分析 

前文就初始预拉力对响应的影响进行了较为详细的阐述，本章在此对三种计

算方案的结果进行对比分析，由图 4.28～图 4.35 不难得知： 

(1) 当初始预拉力较小时，三种计算方案存在着一定的差异，而当预拉力

较大时，差异较小。 

(2) 无论预拉力大小如何，计算方案一、二之间的差异总体较计算方案一、

三之间的差异小。由于悬索屋盖对风荷载比较敏感，需要对这种结构

进行准确的动力风致响应研究[35]，如果采用近似计算方案时，宜采

用方案二考虑平均风荷载引起的非线性，不过文献[50]也指出该方案

也局限于弱的非线性结构。 

4.3.3.2 断面面积对自振频率、模态和响应的影响 

在进行风致响应计算时，还需要考虑索断面面积 A的影响。本小节将研究断

面面积在单独变化时对自振频率、模态和响应的影响，参数取值为：初始预拉力

0 70T kN ，分布荷载为 2700N/mFD  ，索断面面积(笔者注：为了讨论方便，

本章在此没有根据规范[173]取值) 280 160 240 320 400 480 560A mm 、 、 、 、 、 、 ，风荷载依

然采用本章前文的结果。 

1、 断面面积对自振频率的影响 

在计算方案一、二和三中，断面面积对时程计算时初始位形的自振频率的影

响分别见图 4.36、图 4.37 和图 4.38。 
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图 4.36 计算方案一中断面面积对自振频率的影响 
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图 4.37 计算方案二中断面面积对自振频率的影响 
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图 4.38 计算方案三中断面面积对自振频率的影响 

由图 4.36～图 4.38 可知：①在结构的低频段，断面面积的大小对自振频率

影响较小，在高频段，断面面积对自振频率的影响却很大，自振频率随着断面面

积的增加而增加；②在低频段中，结构的频率非常密集，呈连续分布，因此在对

结构进行动力分析时，依然需要考虑多个低阶频率对 Rayleigh 阻尼矩阵的影响。

结构频率依然大致在第 181 阶后产生较为明显的增长；③断面大小在通常范围内

对索网的自振频率特别是基频几乎无影响，在所计算范围内改变索的截面，对结

构的自振频率均不产生明显变化[174]。文献[38]也认为自振频率几乎不随断面面
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积的变化而变化。但是需要注意的是，文献[38; 174]并没有指出断面面积对高频

段的影响特征。 

在此需要指出的是，本小节在用式(3.75)计算 0a 和 1a 时，根据上述频率特点

依然考虑了结构前 180 阶频率的影响， i 和 j 取法同本章前文。 

本章在此也同样分析在相同面积情况下不同计算方案之间的 1～180 阶频率

之间的差异，见图 4.39。 
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图 4.39 相同断面面积情况下、不同计算方案之间的低频段之间的差异 

由图 4.39 可知，断面面积的大小对不同计算方案之间的频率影响不大，不

过方案一、二之间几乎没有差异，而方案三与其它方案之间还是存在着少许差异，

尤其是在断面面积较小时。 

2、 断面面积对结构模态的影响 

在计算方案一、二和三中，断面面积对时程计算时初始位形的结构模态的影

响分别见图 4.40～图 4.42、图 4.43～图 4.45 和图 4.46～图 4.48。 

(a) 第 1 阶模态(f=1.197Hz,T=0.836s) (b) 第 2 阶模态(f=1.266Hz,T=0.790s) 
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(c) 第 3 阶模态(f=1.266Hz, T=0.790s) (d) 第 4 阶模态(f=1.282Hz,T=0.780s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.646Hz, T=0.608s) (f) 第 6 阶模态(f=1.646Hz, T=0.608s) 

图 4.40 计算方案一中断面面积 A=80mm2 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.197Hz,T=0.835s) (b) 第 2 阶模态(f=1.456Hz,T=0.687s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.456Hz,T=0.687s) (d) 第 4 阶模态(f=1.642Hz,T=0.609s) 
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(e) 第 5 阶模态(f=1.667Hz,T=0.600s) (f) 第 6 阶模态(f=1.896Hz,T=0.527s) 

图 4.41 计算方案一中断面面积 A=320mm2 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.197Hz,T=0.835s) (b) 第 2 阶模态(f=1.472Hz,T=0.679s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.472Hz,T=0.679s) (d) 第 4 阶模态(f=1.667Hz,T=0.600s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.725Hz,T=0.580s) (f) 第 6 阶模态(f=1.917Hz,T=0.522s) 

图 4.42 计算方案一中断面面积 A=560mm2 时的部分结构模态 
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(a) 第 1 阶模态(f=1.203Hz, T=0.832s) (b) 第 2 阶模态(f=1.264Hz, T=0.791s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.285Hz,T=0.778s) (d) 第 4 阶模态(f=1.290Hz,T=0.775s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.646Hz,T=0.607s) (f) 第 6 阶模态(f=1.651Hz,T=0.606s) 

图 4.43 计算方案二中断面面积 A=80mm2 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.203Hz, T=0.831s) (b) 第 2 阶模态(f=1.444Hz, T=0.693s) 
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(c) 第 3 阶模态(f=1.465Hz,T=0.683s) (d) 第 4 阶模态(f=1.623Hz,T=0.616s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.707Hz,T=0.586s) (f) 第 6 阶模态(f=1.896Hz,T=0.527s) 

图 4.44 计算方案二中断面面积 A=320mm2 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.205Hz, T=0.830s) (b) 第 2 阶模态(f=1.464Hz, T=0.683s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.488Hz,T=0.672s) (d) 第 4 阶模态(f=1.708Hz,T=0.586s) 
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(e) 第 5 阶模态(f=1.713Hz,T=0.584s) (f) 第 6 阶模态(f=1.910Hz,T=0.524s) 

图 4.45 计算方案二中断面面积 A=560mm2 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.188Hz, T=0.842s) (b) 第 2 阶模态(f=1.219Hz, T=0.820s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.273Hz,T=0.786s) (d) 第 4 阶模态(f=1.290Hz,T=0.775s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.577Hz,T=0.634s) (f) 第 6 阶模态(f=1.608Hz,T=0.622s) 

图 4.46 计算方案三中断面面积 A=80mm2 时的部分结构模态 
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(a) 第 1 阶模态(f=1.181Hz, T=0.847s) (b) 第 2 阶模态(f=1.383Hz, T=0.723s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.479Hz,T=0.676s) (d) 第 4 阶模态(f=1.599Hz,T=0.625s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.613Hz,T=0.620s) (f) 第 6 阶模态(f=1.773Hz,T=0.564s) 

图 4.47 计算方案三中断面面积 A=320mm2 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.179Hz, T=0.848s) (b) 第 2 阶模态(f=1.400Hz, T=0.715s) 
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(c) 第 3 阶模态(f=1.493Hz,T=0.670s) (d) 第 4 阶模态(f=1.597Hz,T=0.626s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.689Hz,T=0.592s) (f) 第 6 阶模态(f=1.784Hz,T=0.560s) 

图 4.48 计算方案三中断面面积 A=560mm2 时的部分结构模态 

由图 4.40～图 4.48 可知：①多数情况下，结构前若干阶模态依然为单轴或

双轴反对称形式，结构的第 1 阶模态依然为双轴反对称形式；②各阶模态在两个

方向上依然均为多波曲线，整个曲面变化复杂，阶数越高，模态形状越复杂；③

在同一计算方案中，不同的断面面积使得同阶模态的形状也存在一定的差异，不

过在计算方案二、三中，当断面面积较大时，同阶模态的形状具有一定的相似性；

④同一断面面积下不同计算方案的同阶模态形状有些相似，有些相差较大。 

3、 断面面积对响应的影响 

本小节将分析断面面积 A对响应统计值、响应功率谱密度和阵风响应因子的

影响，对比分析三种计算方案的差异。 

1) 断面面积对结构变形的影响 

    不同断面面积情况下的结构变形见图 4.49～图 4.51。 

(a) A=80mm2 的平均位移图 (b) A=80mm2 的脉动位移图 



第 4 章 大跨度屋盖几何非线性问题的应用研究 

 129

(c) A=560mm2 的平均位移图 (d) A=560mm2 的脉动位移图 

图 4.49 计算方案一中断面面积对结构变形的影响 

(a) A=80mm2 的平均位移图 (b) A=80mm2 的脉动位移图 

(c) A=560mm2 的平均位移图 (d) A=560mm2 的脉动位移图 

图 4.50 计算方案二中断面面积对结构变形的影响 

(a) A=80mm2 的平均位移图 (b) A=80mm2 的脉动位移图 
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(c) A=560mm2 的平均位移图 (d) A=560mm2 的脉动位移图 

图 4.51 计算方案三中断面面积对结构变形的影响 

由图 4.49～图 4.51 可知，从整体的结构变形的角度来看，在同一计算方案

中，屋盖变形受断面面积大小的影响较初始预拉力小。 

2) 断面面积对响应统计值的影响 

断面面积对所研究节点和单元的响应统计值的影响见图 4.52 和图 4.53。 
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(a) 节点 67 位移统计值 
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(b) 节点 3 位移统计值 
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(c) 节点 111 位移统计值 

图 4.52 断面面积对节点位移统计值的影响 
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(a) 单元 267 轴力统计值 
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(b) 单元 59 轴力统计值 
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(c) 单元 203 轴力统计值 
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(d) 单元 2 轴力统计值 
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(e) 单元 391 轴力统计值 
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(f) 单元 101 轴力统计值 

图 4.53 断面面积对单元轴力统计值的影响 

由图 4.52 可知：①风荷载分布特性对节点位移平均值的影响特点同本章前

文，在此不再进行详述；②断面面积越大，结构刚度越大，因而位移的统计值越

小，断面面积还是对节点位移产生一定影响；②位移平均值和均方根在同一断面

面积下也基本具有相同的量级；③对于统计值较大的主要位移，随着断面面积的

逐步增加，位移统计值的增加或下降趋势均逐渐减弱，曲线斜率变化较小，几乎

保持为一个定值，呈现出弱的非线性；④与预拉力相比，断面面积对节点位移的

影响相对较小，文献[174]发现位移的均方根值与索的断面面积关系曲线几乎为

一水平直线，作者认为通过调整索断面面积的大小来提高结构抗脉动风的能力是

微不足道的。 

由图4.53可知：①轴力随面积的变化没有一致性，虽然均方根是随着面积的

增加而增加，但是并非所有的平均值随面积的增加而增加，这与初始预拉力对单

元轴力统计值的影响是不一样的；②总的来说，当断面面积较小时，曲线斜率变

化较为明显，非线性较为突出，而当断面面积较大时，曲线斜率变化较小，也呈

现出弱的非线性；③当断面面积较大时，某些单元考虑一定峰值因子影响后的均

方根和均值也具有相同的量级。 

断面面积对响应统计值的整体误差的影响见图 4.54 和图 4.55。 



同济大学 博士学位论文 大跨度屋盖几何非线性和脉动风等效静力风荷载 

134 

80 160 240 320 400 480 560
0

0.02

0.04

0.06

0.08

断面面积(mm2)

X
向

位
移

平
均

值
夹

角
(r

ad
)

 

 


1,2


1,3

80 160 240 320 400 480 560
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

断面面积(mm2)

X
向

位
移

平
均

值
相

对
误

差

 

 

e
1,2

e
1,3

 

80 160 240 320 400 480 560
0

0.02

0.04

0.06

0.08

断面面积(mm2)

Y
向

位
移

平
均

值
夹

角
(r

ad
)

 

 


1,2


1,3

80 160 240 320 400 480 560
0

0.02

0.04

0.06

0.08

断面面积(mm2)

Y
向

位
移

平
均

值
相

对
误

差
 

 

e
1,2

e
1,3

 

80 160 240 320 400 480 560
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

断面面积(mm2)

Z
向

位
移

平
均

值
夹

角
(r

ad
)

 

 


1,2


1,3

80 160 240 320 400 480 560
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

断面面积(mm2)

Z
向

位
移

平
均

值
相

对
误

差

 

 

e
1,2

e
1,3

 

80 160 240 320 400 480 560
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

断面面积(mm2)

X
向

位
移

均
方

根
夹

角
(r

ad
)

 

 


1,2


1,3

80 160 240 320 400 480 560
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

断面面积(mm2)

X
向

位
移

均
方

根
相

对
误

差

 

 

e
1,2

e
1,3

 

80 160 240 320 400 480 560
0

0.05

0.1

0.15

0.2

断面面积(mm2)

Y
向

位
移

均
方

根
夹

角
(r

ad
)

 

 


1,2


1,3

80 160 240 320 400 480 560
0

0.05

0.1

0.15

0.2

断面面积(mm2)

Y
向

位
移

均
方

根
相

对
误

差

 

 

e
1,2

e
1,3

 



第 4 章 大跨度屋盖几何非线性问题的应用研究 

 135

80 160 240 320 400 480 560
0

0.05

0.1

0.15

0.2

断面面积(mm2)

Z
向

位
移

均
方

根
夹

角
(r

ad
)

 

 


1,2


1,3

80 160 240 320 400 480 560
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

断面面积(mm2)

Z
向

位
移

均
方

根
相

对
误

差

 

 

e
1,2

e
1,3

 

图 4.54 断面面积对节点位移统计值整体误差的影响 
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图 4.55 段面面积对单元轴力统计值整体误差的影响 

由图 4.54 和图 4.55 可知：①计算方案一、二之间的整体误差 1,2 和 1,2e 依然

小于计算方案一、三之间的整体误差 1,3 和 1,3e ；②整体误差受断面面积的影响较

小，虽然断面面积成倍增加，但是整体误差变化不大，比较平稳，尤其是计算方

案一、二之间的整体误差。 

3) 断面面积对响应功率谱密度的影响 

断面面积对节点位移和单元轴力响应功率谱密度的影响分别见图 4.56 和图

4.57。 
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(a) 节点 67 位移功率谱密度 
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(b) 节点 3 位移功率谱密度 
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(c) 节点 111 位移功率谱密度 

图 4.56 断面面积对节点位移功率谱密度的影响 
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图 4.57 断面面积对单元轴力功率谱密度的影响 

由图 4.56 和图 4.57 可知：①在所研究的节点和单元的响应功率谱密度中，

背景分量和共振分量所占比例的特点依然同前文，不再赘述；②虽然断面面积成

倍增加，但是节点 111 的共振频率却增长比较缓慢；③响应功率谱密度带宽较宽，

而且断面面积越大，响应功率谱密度带宽频段也越大，结构的非线性振动依然是

一个需要考虑多频率的宽带过程；④在同一断面面积下，不同响应的功率谱密度

形状差异较大，结构的非线性响应依然比较复杂。 

4) 断面面积对阵风响应因子的影响 

断面面积对阵风响应因子的影响见图 4.58 和图 4.59。 
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(a) 节点 67 的位移阵风响应因子 
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(b) 节点 3 的位移阵风响应因子 
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(c) 节点 111 的位移阵风响应因子 

图 4.58 断面面积对节点位移阵风响应因子的影响 
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图 4.59 断面面积对单元轴力阵风响应因子的影响 

由图 4.58 和图 4.59 可知：①阵风响应因子依然随着节点位置和单元位置的

不同而不同，而且也随着断面面积的变化而变化，阵风响应因子依然通常不能取

为一常量；②大体上说，断面面积较小时，阵风响应因子变化较大，当断面面积

较大时，阵风响应因子变化较小，基本上趋近于一个定值。 

5) 三种计算方案的对比分析 

本章前文就断面面积对响应的影响进行了较为详细的阐述，本章在此对三种

计算方案的结果进行对比分析，由图 4.52～图 4.59 不难得知：无论断面面积大

小如何，计算方案一、二之间的差异总体较计算方案一、三之间的差异小，因此

如果采用近似计算方案时，同样宜采用方案二考虑平均风荷载引起的非线性。 

4.3.3.3 分布荷载对自振频率、模态和响应的影响 

在进行风致响应计算时，也需要考虑分布荷载FD单独变化时对自振频率、

模态和响应的影响，本小节参数取值为：断面面积为 2355.98mmA  ，初始预拉

力为 0 70T kN ，分布荷载
2100 200 300 400 500 600 700FD N m 、 、 、 、 、 、 ，风荷载依然

采用本章前文的结果。 

1、 分布荷载对自振频率的影响 

在计算方案一、二和三中，分布荷载对时程计算时初始位形的自振频率的影

响分别见图 4.60、图 4.61 和图 4.62。 
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图 4.60 计算方案一中分布荷载对自振频率的影响 
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图 4.61 计算方案二中分布荷载对自振频率的影响 
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图 4.62 计算方案三中分布荷载对自振频率的影响 

由图 4.60～图 4.62 可知：①同阶自振频率随着分布荷载的增加而减小，分

布荷载对结构高频的影响较大，而对低频的影响较小；②结构低频段的频率比较

密集，呈连续分布，因此在对结构进行动力时程分析时，同样需要考虑多个低阶

频率对 Rayleigh 阻尼矩阵的影响。结构频率同样大致在第 181 阶后产生较为明显

的增长。 

在此同样需要指出的是，本小节在用式(3.75)计算 0a 和 1a 时，依然考虑了结

构前 180 阶频率的影响， i 和 j 的取法同本章前文。 
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在相同分布荷载情况下、不同计算方案之间的 1～180 阶频率之间的差异见

图 4.63。 
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(a) FD=100N/m2 (b) FD=700N/m2 

图 4.63 相同分布荷载情况下、不同计算方案之间的低频段之间的差异 

由图 4.63 可知，当分布荷载较小时，低频段的频率在三种计算方案之间的

差异较小，当分布荷载较大时，差异则较大。 

2、 分布荷载对结构模态的影响 

在计算方案一、二和三中，分布荷载对时程计算时初始位形的结构模态的影

响分别见图 4.64～图 4.66、图 4.67～图 4.69 和图 4.70～图 4.72。 

(a) 第 1 阶模态(f=3.167Hz,T=0.316s) (b) 第 2 阶模态(f=3.863Hz,T=0.259s) 

(c) 第 3 阶模态(f=3.863Hz, T=0.259s) (d) 第 4 阶模态(f=4.399Hz,T=0.227s) 
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(e) 第 5 阶模态(f=4.412Hz, T=0.227s) (f) 第 6 阶模态(f=5.032Hz, T=0.199s) 

图 4.64 计算方案一中分布荷载 FD=100N/m2 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.584Hz,T=0.632s) (b) 第 2 阶模态(f=1.931Hz,T=0.518s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.931Hz,T=0.518s) (d) 第 4 阶模态(f=2.200Hz,T=0.455s) 

(e) 第 5 阶模态(f=2.206Hz,T=0.453s) (f) 第 6 阶模态(f=2.516Hz,T=0.398s) 

图 4.65 计算方案一中分布荷载 FD=400N/m2 时的部分结构模态 
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(a) 第 1 阶模态(f=1.197Hz,T=0.835s) (b) 第 2 阶模态(f=1.4607Hz,T=0.685s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.460Hz,T=0.685s) (d) 第 4 阶模态(f=1.663Hz,T=0.601s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.667Hz,T=0.600s) (f) 第 6 阶模态(f=1.902Hz,T=0.526s) 

图 4.66 计算方案一中分布荷载 FD=700N/m2 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=3.161Hz, T=0.316s) (b) 第 2 阶模态(f=3.752Hz, T=0.267s) 
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(c) 第 3 阶模态(f=3.906Hz,T=0.256s) (d) 第 4 阶模态(f=4.315Hz,T=0.232s) 

(e) 第 5 阶模态(f=4.393Hz,T=0.228s) (f) 第 6 阶模态(f=4.909Hz,T=0.204s) 

图 4.67 计算方案二中分布荷载 FD=100N/m2 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.590Hz, T=0.629s) (b) 第 2 阶模态(f=1.917Hz, T=0.522s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.941Hz,T=0.515s) (d) 第 4 阶模态(f=2.173Hz,T=0.460s) 



同济大学 博士学位论文 大跨度屋盖几何非线性和脉动风等效静力风荷载 

148 

(e) 第 5 阶模态(f=2.246Hz,T=0.445s) (f) 第 6 阶模态(f=2.520Hz,T=0.397s) 

图 4.68 计算方案二中分布荷载 FD=400N/m2 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.204Hz, T=0.831s) (b) 第 2 阶模态(f=1.449Hz, T=0.690s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.470Hz,T=0.681s) (d) 第 4 阶模态(f=1.463Hz,T=0.609s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.707Hz,T=0.586s) (f) 第 6 阶模态(f=1.901Hz,T=0.526s) 

图 4.69 计算方案二中分布荷载 FD=700N/m2 时的部分结构模态 
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(a) 第 1 阶模态(f=3.166Hz, T=0.316s) (b) 第 2 阶模态(f=3.844Hz, T=0.260s) 

(c) 第 3 阶模态(f=3.879Hz,T=0.258s) (d) 第 4 阶模态(f=4.398Hz,T=0.227s) 

(e) 第 5 阶模态(f=4.408Hz,T=0.227s) (f) 第 6 阶模态(f=5.006Hz,T=0.200s) 

图 4.70 计算方案三中分布荷载 FD=100N/m2 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.577Hz, T=0.634s) (b) 第 2 阶模态(f=1.885Hz, T=0.530s) 
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(c) 第 3 阶模态(f=1.957Hz,T=0.511s) (d) 第 4 阶模态(f=2.175Hz,T=0.460s) 

(e) 第 5 阶模态(f=2.187Hz,T=0.457s) (f) 第 6 阶模态(f=2.442Hz,T=0.409s) 

图 4.71 计算方案三中分布荷载 FD=400N/m2 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.1807Hz, T=0.847s) (b) 第 2 阶模态(f=1.387Hz, T=0.721s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.483Hz,T=0.674s) (d) 第 4 阶模态(f=1.599Hz,T=0.626s) 
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(e) 第 5 阶模态(f=1.632Hz,T=0.613s) (f) 第 6 阶模态(f=1.776Hz,T=0.563s) 

图 4.72 计算方案三中分布荷载 FD=700N/m2 时的部分结构模态 

由图 4.64～图 4.72 可知：①多数情况下，结构前若干阶模态仍然为单轴或

双轴反对称形式，结构的第 1 阶模态依然为双轴反对称形式；②各阶模态在两个

方向上依然均为多波曲线，整个曲面变化复杂，阶数越高，模态形状越复杂；③

在计算方案一中，当分布荷载较小时，分布荷载对同阶模态形状的影响不大，而

当分布荷载较大时，部分同阶模态的形状相似而部分同阶模态的形状存在一定的

差异。在计算方案二、三中，不同的分布荷载使得同阶模态的形状存在一定的差

异；④同一分布荷载下不同计算方案的同阶模态形状有些相似，有些相差较大。 

3、 分布荷载对响应的影响 

本小节将分析分布荷载 FD对响应统计值、响应功率谱密度和阵风响应因子

的影响，对比分析三种计算方案的差异。 

1) 分布荷载对结构变形的影响 

三种计算方案中不同分布荷载情况下结构的变形见图 4.73～图 4.75。 

(a) FD=100N/m2 的平均位移图 (b) FD=100N/m2 的脉动位移图 
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(c) FD=700N/m2 的平均位移图 (d) FD=700N/m2 的脉动位移图 

图 4.73 计算方案一中分布荷载对结构变形的影响 

(a) FD=100N/m2 的平均位移图 (b) FD=100N/m2 的脉动位移图 

(c) FD=700N/m2 的平均位移图 (d) FD=700N/m2 的脉动位移图 

图 4.74 计算方案二中分布荷载对结构变形的影响 

(a) FD=100N/m2 的平均位移图 (b) FD=100N/m2 的脉动位移图 
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(c) FD=700N/m2 的平均位移图 (d) FD=700N/m2 的脉动位移图 

图 4.75 计算方案三中分布荷载对结构变形的影响 

由图 4.73～图 4.75 可知，同断面面积一样，从整体的结构变形的角度来看，

分布荷载的大小对结构变形的影响也不是太大。 

2) 分布荷载对响应统计值的影响 

分布荷载对所选取的节点和单元的响应统计值的影响见图 4.76 和图 4.77。 
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(a) 节点 67 位移统计值 
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(b) 节点 3 位移统计值 
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(c) 节点 111 位移统计值 

图 4.76 分布荷载对节点位移统计值的影响 
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(b) 单元 59 轴力统计值 
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(d) 单元 2 轴力统计值 
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(e) 单元 391 轴力统计值 
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(f) 单元 101 轴力统计值 

图 4.77 分布荷载对单元轴力统计值的影响 

由图 4.76 可知：①负风压使得节点 67 同时存在向 X 轴正向、Y 轴负向和 Z

轴正向的运动趋势，但是分布荷载产生的集中质量却使节点向 Z 轴负向运动的趋

势，因而不难得知分布荷载越大，集中质量越大，节点 67 的 X、Y 和 Z 向平均

位移(绝对值)均减小，同样可知分布荷载的大小对节点 3 和 111 的位移平均值的

影响趋势，在此不再予以详述；②分布荷载越大，结构越柔，位移均方根越大，

且均方根和均值具有相同的数量级，文献[174]发现当悬索结构的结构形式确定

之后，无论其屋面覆盖层材料如何，对脉动风的反应没有明显改善；③虽然均值

与分布荷载几乎成一个线性关系，但是均方根与分布荷载之间呈现非线性关系。

不过总的来说，当分布荷载较小时，均方根和分布荷载之间呈现一个弱的非线性

关系。 

由图 4.77 可知：①当分布荷载增加时，稳定索有松弛趋势，而承重索有张

紧趋势，因而稳定索的轴力平均值随分布荷载的增加而减小，承重索的轴力平均

值随分布荷载的增加而增加；②总的来说，分布荷载越大，轴力均方根越大，不

过均方根的变化不是很明显；③同位移一样，虽然轴力均值与分布荷载之间几乎

成一个线性关系，但是轴力均方根与分布荷载之间是一个非线性关系，当分布荷

载较小时，轴力均方根与分布荷载之间是一个弱的非线性。 

分布荷载对响应统计值的整体误差的影响见图 4.78 和图 4.79。 
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图 4.78 分布荷载对节点位移统计值整体误差的影响 
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图 4.79 分布荷载对单元轴力统计值整体误差的影响 

由图 4.78 和图 4.79 可知：①计算方案一、二之间的整体误差 1,2 和 1,2e 依然

小于计算方案一、三之间的整体误差 1,3 和 1,3e ；②整体误差的大小受分布荷载大

小的影响较小，虽然分布荷载成倍增加，但是整体误差变化不大，比较平稳。 

3) 分布荷载对响应功率谱密度的影响 

分布荷载对节点位移和单元轴力响应功率谱密度的影响分别见图 4.80 和图

4.81。 
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(a) 节点 67 位移功率谱密度 
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(b) 节点 3 位移功率谱密度 
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(c) 节点 111 位移功率谱密度 

图 4.80 分布荷载对节点位移功率谱密度的影响 
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图 4.81 分布荷载对单元轴力功率谱密度的影响 

由图 4.80 和图 4.81 可知：①在所研究的节点和单元的响应功率谱密度中，

背景分量和共振分量所占比例的特点依然同本章前文，不再赘述；②分布荷载越

大，节点 111 的共振响应越明显，其共振峰值处的频率也越小；③响应功率谱密

度带宽较宽，结构的非线性振动依然是一个需要考虑多频率的宽带过程，不过分

布荷载越大，响应功率谱密度带宽频段越小；④在同一分布荷载情况下，不同响

应的功率谱密度形状差异较大，依然体现了索网结构非线性风致响应的复杂性。 

4) 分布荷载对阵风响应因子的影响 

分布荷载对阵风响应因子的影响见图 4.82 和图 4.83。 
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(b) 节点 3 的位移阵风响应因子 
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(c) 节点 111 的位移阵风响应因子 

图 4.82 分布荷载对节点位移阵风响应因子的影响 
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图 4.83 分布荷载对单元轴力阵风响应因子的影响 

由图 4.82 和图 4.83 可知：①阵风响应因子的值依然随着节点位置和单元位

置的不同而不同，而且基本上也随着分布荷载的变化而变化，阵风响应因子依然

通常不能取为一常量；②大体上来说，当分布荷载较小时，阵风响应因子增长较

快，当分布荷载较大时，阵风响应因子比较平稳，变化不大。 

5) 三种计算方案的对比分析 

前文就分布荷载对响应的影响进行了较为详细的阐述，本章在此对三种计算

方案的结果进行对比分析，由图 4.76～图 4.83 不难得知： 

(1) 当分布荷载较小时，结构大致上表现出弱的非线性. 

(2) 无论分布荷载大小如何，计算方案一、二之间的差异总体依然较计算

方案一、三之间的差异小，因此采用近似计算方案时，依然宜采用方

案二考虑平均风荷载引起的非线性。 

4.3.3.4 基本风压对自振频率、模态和响应的影响 

本章前文在研究参数对自振频率、模态和响应的影响时，没有考虑基本风压

BW 的变化影响。当基本风压 BW 发生变化时，风荷载时程的大小和时间步长均

要发生变化，本小节将研究基本风压单独变化时对自振频率、模态和响应的影响。

不过需要首先说明的是，当仅考虑基本风压变化时，不难由前文可知只有计算方

案二的自振频率和模态受基本风压变化的影响，本小节只对此进行研究。但是在

对比分析频率时(见图 4.85)，依然给出计算方案一、三中的自振频率。相关的计

算参数为：初始预拉力 0 80T kN ，索断面面积为 2355.98mmA  ，屋盖分布荷

载为 2600N/mFD  ，以 0 度风向角的试验结果进行风致响应计算，基本风压

0.3 0.45 0.6 0.75 0.9 1.05 1.2KPaBW  、 、 、 、 、 、 ， 其 对 应 的 基 本 风 速 分 别 为

10 21.91 26.83 30.98 34.64 37.95 40.99 43.82m sU  、 、 、 、 、 、 [62]，屋盖高点处的风速分别

为 23.62 28.93 33.40 37.35 40.91 44.19 47.24m sHU  、 、 、 、 、 、 ，风荷载时程的时间步长

分别为 0.0734 0.0599 0.0519 0.0464 0.0424 0.0392 0.0367sT  、 、 、 、 、 、 ，原型/模型的风

速相似比分别为 2.18 2.67 3.08 3.45 3.78 4.08 4.36、 、 、 、 、 、 。 
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1、 基本风压对计算方案二中自振频率的影响 

在计算方案二中，基本风压对时程计算时初始位形的自振频率的影响见图

4.84。 
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图 4.84 计算方案二中基本风压对自振频率的影响 

由图 4.84 可知：基本风压的大小对自振频率几乎没有影响，结构频率仍然

大致在第 181 阶后产生较为明显的增长。结构低频段的频率依然呈密集的、连续

性的分布，在进行动力时程分析时同样需要考虑多个低阶频率对 Rayleigh 阻尼矩

阵的影响，本小节在用式(3.75)计算 0a 和 1a 时，依然考虑了结构前 180 阶频率的

影响(包括计算方案一和计算方案三)， i 和 j 的取法同本章前文。 

本章在此也同样分析在相同基本风压情况下、不同计算方案之间的 1～180

阶频率之间的差异(笔者注：基本风压对计算方案一、三中的自振频率没有影响，

如此叙述主要是行文方便)，见图 4.85。 
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(a) BW=0.3KPa (b) BW=1.2KPa 

图 4.85 相同基本风压情况下、不同计算方案之间的低频段之间的差异 

由图 4.85 可知，基本风压的大小对不同计算方案中的低频段的频率影响很

小。 

2、 基本风压对计算方案二中结构模态的影响 

在计算方案二中，基本风压对时程计算时初始位形的结构模态的影响见图

4.86～图 4.88。 
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(a) 第 1 阶模态(f=1.380Hz,T=0.725s) (b) 第 2 阶模态(f=1.647Hz,T=0.607) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.696Hz,T=0.590s) (d) 第 4 阶模态(f=1.875Hz,T=0.534s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.923Hz,T=0.520s) (f) 第 6 阶模态(f=2.151Hz,T=0.465s) 

图 4.86 计算方案二中基本风压 BW=0.3KPa 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.388Hz, T=0.720s) (b) 第 2 阶模态(f=1.674Hz, T=0.597s) 
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(c) 第 3 阶模态(f=1.681Hz,T=0.595s) (d) 第 4 阶模态(f=1.871Hz,T=0.535s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.964Hz,T=0.509s) (f) 第 6 阶模态(f=2.190Hz,T=0.457s) 

图 4.87 计算方案二中基本风压 BW=0.75KPa 时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.392Hz, T=0.719s) (b) 第 2 阶模态(f=1.661Hz, T=0.602s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.692Hz,T=0.591s) (d) 第 4 阶模态(f=1.862Hz,T=0.537s) 
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(e) 第 5 阶模态(f=1.966Hz,T=0.509s) (f) 第 6 阶模态(f=2.183Hz,T=0.458s) 

图 4.88 计算方案二中基本风压 BW=1.2KPa 时的部分结构模态 

由图 4.86～图 4.88 可知：①多数情况下，结构前若干阶模态仍然为单轴或

双轴反对称形式，结构的第 1 阶模态依然为双轴反对称形式；②各阶模态在两个

方向上依然均为多波曲线，整个曲面变化复杂，阶数越高，模态形状越复杂；③

当基本风压较小时，它对同阶模态形状的几乎没有影响，而当基本风压较大时，

部分同阶模态的形状便存在一定的差异。 

3、 基本风压对响应的影响 

本小节将分析基本风压对响应统计值、响应功率谱密度和阵风响应因子的影

响，对比分析三种计算方案的差异。 

1) 基本风压对结构变形的影响 

三种计算方案中不同基本风压下结构的变形见图 4.89～图 4.91。 

(a) BW=0.3KPa 的平均位移图 (b) BW=0.3KPa 的脉动位移图 

(c) BW=1.2KPa 的平均位移图 (d) BW=1.2KPa 的脉动位移图 

图 4.89 计算方案一中基本风压对结构变形的影响 
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(a) BW=0.3KPa 的平均位移图 (b) BW=0.3KPa 的脉动位移图 

(c) BW=1.2KPa 的平均位移图 (d) BW=1.2KPa 的脉动位移图 

图 4.90 计算方案二中基本风压对结构变形的影响 

(a) BW=0.3KPa 的平均位移图 (b) BW=0.3KPa 的脉动位移图 

(c) BW=1.2KPa 的平均位移图 (d) BW=1.2KPa 的脉动位移图 

图 4.91 计算方案三中基本风压对结构变形的影响 

由图 4.89～图 4.91 可知，基本风压对结构的变形影响较大，基本风压越大，

结构变形越明显。 
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2) 基本风压对响应统计值的影响 

基本风压对所研究节点和所研究单元的响应统计值的影响见图 4.92 和图

4.93。 

0.3 0.45 0.6 0.75 0.9 1.05 1.2
0

0.01

0.02

0.03

基本风压(KPa)

X
向

位
移

平
均

值
(m

)

 

 

计算方案一
计算方案二
计算方案三

0.3 0.45 0.6 0.75 0.9 1.05 1.2
0

0.005

0.01

0.015

基本风压(KPa)

X
向

位
移

均
方

根
(m

)

 

 

计算方案一
计算方案二
计算方案三

 

0.3 0.45 0.6 0.75 0.9 1.05 1.2
-0.015

-0.01

-0.005

0

基本风压(KPa)

Y
向

位
移

平
均

值
(m

)

 

 

计算方案一
计算方案二
计算方案三

0.3 0.45 0.6 0.75 0.9 1.05 1.2
1

2

3

4

5

6 x 10
-3

基本风压(KPa)

Y
向

位
移

均
方

根
(m

)

 

 

计算方案一
计算方案二
计算方案三

 

0.3 0.45 0.6 0.75 0.9 1.05 1.2
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

基本风压(KPa)

Z
向

位
移

平
均

值
(m

)

 

 

计算方案一
计算方案二
计算方案三

0.3 0.45 0.6 0.75 0.9 1.05 1.2
0

0.01

0.02

0.03

0.04

基本风压(KPa)

Z
向

位
移

均
方

根
(m

)

 

 

计算方案一
计算方案二
计算方案三

 
(a) 节点 67 位移统计值 
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(b) 节点 3 位移统计值 
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(c) 节点 111 位移统计值 

图 4.92 基本风压对节点位移统计值的影响 
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(a) 单元 267 轴力统计值 
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(b) 单元 59 轴力统计值 
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(c) 单元 203 轴力统计值 
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(d) 单元 2 轴力统计值 
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(e) 单元 391 轴力统计值 
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(f) 单元 101 轴力统计值 

图 4.93 基本风压对单元轴力统计值的影响 

由图 4.92 可知：①基本风压越大，位移越大，且均方根和均值具有相同的

数量级；②虽然均值与基本风压几乎成一个线性关系，但是个别节点的均方根与

基本风压之间还是存在一定的非线性关系，不过当基本风压较小时，均方根和基

本风压之间几乎呈现一个线性关系。 

由图4.93可知：①节点67和111处受负压，随着基本风压的增加，这些点处

的稳定索和承重索分别有伸长和缩短的趋势，因而稳定索和承重索的轴力平均值

分别是增加的和减小的。而节点3处受正压，随着基本风压的增加，该点处的稳

定索和承重索都有伸长趋势，因而其轴力平均值都是增加的；②统计值与基本风

压之间的非线性关系不是很明显，不过当基本风压较大时，二者之间还是存在些

许的非线性关系。 

基本风压对响应统计值的整体误差的影响见图 4.94 和图 4.95。 
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图 4.94 基本风压对节点位移统计值整体误差的影响 
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图 4.95 基本风压对单元轴力统计值整体误差的影响 

由图 4.94 和图 4.95 可知：①计算方案一、二之间的整体误差 1,2 和 1,2e 依然

小于计算方案一、三之间的整体误差 1,3 和 1,3e ；②整体误差基本上是随着基本风

压的增加而增加，不过计算方案一、二之间的整体误差增长趋势远小于计算方案

一、三之间的整体误差增长趋势，这说明基本风压越大，计算方案三越不适宜计

算风致响应。 

3) 基本风压对响应功率谱密度的影响 

基本风压对节点位移和单元轴力响应功率谱密度的影响分别见图 4.96 和图

4.97。 
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(a) 节点 67 位移功率谱密度 
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(b) 节点 3 位移功率谱密度 
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(c) 节点 111 位移功率谱密度 

图 4.96 基本风压对节点位移功率谱密度的影响 
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图 4.97 基本风压对单元轴力功率谱密度的影响 

由图 4.96 和图 4.97 可知：①在所研究的节点和单元的响应功率谱密度中，

背景分量和共振分量所占比例的特点依然同前文，不再详述；②节点 111 的共振

频率几乎不随基本风压的增加而变化，文献[174]在理论计算分析时也发现风速

对峰值频率也没有影响；③响应功率谱密度带宽较宽，结构的非线性振动依然是

一个需要考虑多频率的宽带过程，基本风压越大，响应功率谱密度带宽频段稍宽；

④在同一分布荷载情况下，不同响应的功率谱密度形状差异较大，依然体现了索
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网结构非线性风致响应的复杂性。 

4) 基本风压对阵风响应因子的影响 

基本风压对阵风响应因子的影响见图 4.98 和图 4.99。 
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(a) 节点 67 的位移阵风响应因子 
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(b) 节点 3 的位移阵风响应因子 
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(c) 节点 111 的位移阵风响应因子 

图 4.98 基本风压对节点位移阵风响应因子的影响 
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图 4.99 基本风压对单元轴力阵风响应因子的影响 

由图 4.98 和图 4.99 可知：①阵风响应因子的值依然随着节点位置和单元位

置的不同而不同，而且基本上也随着基本风压的变化而变化，阵风响应因子依然

通常不能取为一常量；②虽然基本风压呈线性增加，但是大部分阵风响应因子总

体上比较平稳，变化不大。 

5) 三种计算方案的对比分析 

前文就基本风压对响应的影响进行了较为详细的阐述，本章在此对三种计算

方案的结果进行对比分析，由图 4.92～图 4.99 不难得知： 

(1) 基本风压与响应之间的非线性关系不是特别明显，不过大体上当基本风

压较大时，结构大体上表现出一定的非线性特征。 

(2) 无论基本风压大小如何，计算方案一、二之间的差异总体依然较计算方

案一、三之间的差异小，因此采用近似计算方案时，依然宜采用方案二

考虑平均风荷载引起的非线性，尤其是在基本风压较大时。 
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4.3.3.5 风向角对自振频率、模态和响应的影响 

前文在研究参数对自振频率、模态和响应的影响时，没有考虑风向角的变化

影响。本小节将研究风向角单独变化时对自振频率、模态和响应的影响。不过需

要首先说明的是，当仅考虑风向角变化时，不难由前文可知只有计算方案二的自

振频率和模态受风向角变化的影响，本小节只对此进行研究。但是在对比分析频

率时(见图 4.101)，依然给出计算方案一、三中的自振频率。相关的计算参数为：

初始预拉力 0 80T kN ，索断面面积为 2355.98mmA  ，屋盖分布荷载为
2600N/mFD  ，风向角为 =0 15 30 45 60 75 90WD 、 、 、 、 、 、 度。基本风压、基本风速、

屋盖高点风速、时间步长和原型/模型的风速相似比见前文。 

1、 风向角对计算方案二中自振频率的影响 

在计算方案二中，风向角对时程计算时初始位形的自振频率的影响见图

4.100。 
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图 4.100 计算方案二中风向角对自振频率的影响 

由图 4.100 可知：风向角的大小对自振频率几乎没有影响，结构频率同样大

致在第 181 阶后产生较为明显的增长。结构低频段的频率依然呈密集的、连续性

的分布，在进行动力时程分析时同样需要考虑多个低阶频率对 Rayleigh 阻尼矩阵

的影响，本小节在用式(3.75)计算 0a 和 1a 时，依然考虑了结构前 180 阶频率的影

响(包括计算方案一和计算方案三)。 i 和 j 的取法同本章前文。 

本章在此也同样分析在相同风向角情况下、不同计算方案之间的 1～180 阶

频率之间的差异(笔者注：风向角对计算方案一、三中的自振频率没有影响，如

此叙述主要是行文方便)，见图 4.101。 
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(a) WD=0 度 (b) WD=90 度 

图 4.101 相同风向角情况下、不同计算方案之间的低频段之间的差异 

由图 4.101 可知，风向角对不同计算方案中的低频段的频率影响依然很小。 

2、 风向角对计算方案二中结构模态的影响 

在计算方案二中，0 度风向角对时程计算时初始位形的结构模态的影响见图

4.87，而 45 度和 90 度风向角对时程计算时初始位形的结构模态的影响分别见图

4.102 和图 4.103。 

(a) 第 1 阶模态(f=1.401Hz,T=0.714s) (b) 第 2 阶模态(f=1.672Hz,T=0.598) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.696Hz,T=0.590s) (d) 第 4 阶模态(f=1.871Hz,T=0.535s) 
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(e) 第 5 阶模态(f=1.952Hz,T=0.512s) (f) 第 6 阶模态(f=2.155Hz,T=0.464s) 

图 4.102 计算方案二中风向角 WD=45 度时的部分结构模态 

(a) 第 1 阶模态(f=1.358Hz, T=0.737s) (b) 第 2 阶模态(f=1.642Hz, T=0.609s) 

(c) 第 3 阶模态(f=1.687Hz,T=0.593s) (d) 第 4 阶模态(f=1.856Hz,T=0.539s) 

(e) 第 5 阶模态(f=1.896Hz,T=0.528s) (f) 第 6 阶模态(f=2.112Hz,T=0.473s) 

图 4.103 计算方案二中风向角 WD=90 度时的部分结构模态 

由图 4.87、图 4.102 和图 4.103 可知：①多数情况下，结构前若干阶模态仍

然为单轴或双轴反对称形式，结构的第 1 阶模态依然为双轴反对称形式；②各阶
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模态在两个方向上依然均为多波曲线，整个曲面变化复杂，阶数越高，模态形状

越复杂；③风向角不同，同阶模态形状的也存在一定的差异。 

3、 风向角对响应的影响 

本小节将分析风向角对响应统计值、响应功率谱密度和阵风响应因子的影

响，对比分析三种计算方案的差异。 

1) 风向角对结构变形的影响 

由前文分析不难得知，0 度风向角下的风压系数和结构变形是一致的，因此

本章在此不再分析 0 度风向角对结构变形的影响。限于篇幅，本章在此再以 90

度风向角为例来研究风向角对结构变形的影响，即研究风压系数和结构变形之间

的一致性，首先给出 90 度风向角下的风压系数分布图，见图 4.104。 
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图 4.104 风压系数分布图(90 度风向角) 

由图 4.104 可知[33]：①在 90 度风向角时，风从结构高点吹来，在鞍形高点

到低点靠近边缘区域分别形成两个锥形涡，旋涡区域风吸力很大，由于结构表面

曲率的变化以及流动分离的影响使得风吸力最大值出现在迎风鞍形高点区域。在

下风区域由于旋涡作用强度减小，能量减小，导致风吸力减小；②风向角为 90

度时，风压系数关于 X 轴对称，由于再附的原因，平均风压系数在结构的中部

形成一块正压区；③平均风压系数等压线的分布仍然成阶梯状；④在迎风区域，

脉动性相对较强，而在下风区域，由于脉动能量的衰减，脉动风压系数逐渐减弱。 

三种计算方案中 90 度风向角下的结构变形见图 4.105～图 4.107。 
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(a) 平均位移图 (b) 脉动位移图 

图 4.105 计算方案一中 90 度风向角时的结构变形 

(a) 平均位移图 (b) 脉动位移图 

图 4.106 计算方案二中 90 度风向角时的结构变形 

(a) 平均位移图 (b) 脉动位移图 

图 4.107 计算方案三中 90 度风向角时的结构变形 

图 4.105～图 4.107 可知，结构变形与风压系数的分布基本上是吻合的：①

风荷载关于 X 轴对称，结构变形也关于 X 轴对称；②风荷载的方向和大小与结

构位移的方向和大小基本上是一致的，在负压(见图 4.104)较大的地方，沿结构

上表面外法线方向的位移也较大，而在正压区域，结构位移有沿着正压方向运动

的趋势，此外在脉动风压较大的地方，脉动位移也基本上比较大。 

2) 风向角对响应统计值的影响 

风向角对所选节点和单元的响应统计值的影响见图 4.108～图 4.111。需要说
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明的是，因为风向角发生变化，不能研究响应的几何非线性特征，因此本章在此

只能研究三种计算方案的统计值(包括下文的功率谱密度)在不同风向角下的差

异。 
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(c) 节点 111 位移统计值 

图 4.108 风向角对节点位移统计值的影响 
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(d) 单元 2 轴力统计值 
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(f) 单元 101 轴力统计值 

图 4.109 风向角对单元轴力统计值的影响 
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图 4.110 风向角对节点位移统计值整体误差的影响 



第 4 章 大跨度屋盖几何非线性问题的应用研究 

 193

0 15 30 45 60 75 90
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

风向角(度)

轴
力

平
均

值
夹

角
(r

ad
)

 

 


1,2


1,3

0 15 30 45 60 75 90
0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

风向角(度)

轴
力

平
均

值
相

对
误

差

 

 

e
1,2

e
1,3

 

0 15 30 45 60 75 90
0

0.05

0.1

0.15

0.2

风向角(度)

轴
力

均
方

根
夹

角
(r

ad
)

 

 


1,2


1,3

0 15 30 45 60 75 90
0

0.05

0.1

0.15

0.2

风向角(度)

轴
力
均

方
根

相
对

误
差

 

 

e
1,2

e
1,3

 

图 4.111 风向角对单元轴力统计值整体误差的影响 

由图 4.108～图 4.111 可知，在不同风向角下，计算方案一、二之间的差异

均较计算方案一、三之间的差异小，而且计算方案一、二之间的整体误差均较计

算方案一、三之间的整体误差平稳。 

3) 风向角对响应功率谱密度的影响 

风向角对节点位移和单元轴力响应功率谱密度的影响分别见图 4.112 和图

4.113。 
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(a) 节点 67 位移功率谱密度 
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(b) 节点 3 位移功率谱密度 
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(c) 节点 111 位移功率谱密度 

图 4.112 风向角对节点位移功率谱密度的影响 
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图 4.113 风向角对单元轴力功率谱密度的影响 

由图 4.112 和图 4.113 可知，功率谱密度的特征与前文相同，本章在此不予

赘述。在不同风向角下，计算方案一、二之间的功率谱密度差异均较计算方案一、

三之间的功率谱密度差异小。 

4) 风向角对阵风响应因子的影响 

风向角对阵风响应因子的影响见图 4.114 和图 4.115。由图 4.108 可知，节点

3 的所有风向角下的 X 向位移统计值比较小，节点 111 的 0 度风向角下的 X 向位

移统计值和 90 度风向角下的 Y 向位移统计值为 0，本章在此对这些情况下的位

移阵风响应因子不予研究。 
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(a) 节点 67 的位移阵风响应因子 
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(b) 节点 3 的位移阵风响应因子 
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(c) 节点 111 的位移阵风响应因子 

图 4.114 风向角对节点位移阵风响应因子的影响 
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图 4.115 风向角对单元轴力阵风响应因子的影响 

由图 4.114 和图 4.115 可知：①在同一风向角下阵风响应因子的值依然随着

节点位置和单元位置的不同而不同，因而通常不能取为一常量；②风向角不同，

阵风响应因子差异较大，尤其是某些风向角下因子出现较大的异常，文献[38]称

之为风振系数奇点；③在不同风向角下，计算方案一、二之间的阵风响应因子差

异均较计算方案一、三之间的阵风响应因子差异小。 

5) 三种计算方案的对比分析 

前文就风向角对响应的影响进行了较为详细的阐述，本章在此对三种计算方

案的结果进行对比分析，由图 4.108～图 4.115 不难得知：无论风向角如何变化，

计算方案一、二之间的差异总体依然较计算方案一、三之间的差异小，因此采用

近似计算方案时，依然宜采用方案二考虑平均风荷载引起的非线性。 
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4.4 本章小结 

本章以大跨预应力索网屋盖为例对大跨度屋盖几何非线性问题进行了研究，

主要的研究成果可以概括如下： 

1) 采用几何非线性理论对结构的找形进行了详细的研究。对结构找形时，

可以忽略结构自重和外荷载的作用，在变形过程中结构的应力大小始终

为初始预应力，即不考虑本构关系的影响，此时结构的刚度仅仅由预应

力产生，不过预应力大小对结构找形没有影响。 

2) 采用了三种计算方案对时程计算时初始位形的自振频率进行了计算。结

构频率在低频段比较密集，呈连续分布，因此在对结构进行动力分析时，

需要考虑多个低阶频率的影响。而结构频率大致在等于内部非约束节点

数的阶数后产生较为明显的增长。在一定初始预拉力水平下，低频段的

频率在三种计算方案之间的差异较小。 

3) 采用了三种计算方案对时程计算时初始位形的模态进行了计算。多数情

况下，结构前若干阶模态为单轴或双轴反对称形式，不过索网的第1阶模

态通常为反对称的。各阶模态在两个方向上均为多波曲线，整个曲面变

化复杂，阶数越高，模态形状越复杂。虽然频率接近，但是同阶模态的

形状可能存在一定差异。 

4) 采用了三种计算方案对结构的非线性风致响应时程计算进行了系统的研

究，其中计算方案一是一种精确的计算方法，而计算方案二、三是近似

方法。计算方案一、二之间的差异总体较计算方案一、三之间的差异小，

如果采用近似计算方案时，宜采用方案二考虑平均风荷载引起的非线性，

尤其是在初始预拉力较小和基本风压较大的时候。 

5) 参数分析表明，结构刚度较大时，结构表现出较弱的几何非线性，结构

刚度较小时，结构表现出较强的几何非线性。同时参数分析也表明，结

构的几何非线性风致响应比较复杂，预应力索网是一种风敏感结构。此

外，初始预拉力和基本风压对结构变形的影响较索断面面积和分布荷载

对结构变形的影响大，因而在进行结构的抗风设计时，初始预拉力和基

本风压是主要控制参数。 
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第 5 章 大跨度屋盖脉动风等效静力风荷载的研究 

5.1 引言 

大跨度屋盖的等效静力风荷载(Equivalent static wind loading,ESWL)在结构设

计中扮演着非常重要的角色，一直是风工程研究领域中的热点问题之一。现有计

算大跨度屋盖 ESWL 的方法还不能有效解决复杂大跨屋盖的 ESWL，因而本章

将对此进行研究。 

由第 4 章分析可知，对于大跨度屋盖，可以采用线性方法进行脉动风荷载作

用下的响应计算。此外本章将用 CPT 模态求解大跨度屋盖的 ESWL，由文献[114]

可知，应用在 POD 分析中的风场应该是减去平均值后的脉动风场。因此本章只

计算脉动风荷载的 ESWL，此时的结构为线性结构。 

本章首先确定出初始等效目标响应。然后采用两种计算方案对大跨度屋盖的

脉动风荷载的ESWL进行研究，通过这两种方案的对比分析，找到一种物理含义

明确、计算方法简单和计算精度较高的适合大跨度屋盖ESWL的最佳计算方法。

图5.1给出了本章ESWL的分析框图。 

 
图5.1 脉动风荷载ESWL的分析框图 

本章的主要创新点在于：①在用惯性力组合法求大跨度屋盖脉动风荷载的

ESWL时，采用补偿方法解决了模态阶数过少时误差较大的问题；②在采用与结

构振动模态无关而仅与风场CPT模态有关的ESWL计算方法时，本章采用CPT模

态补偿技术克服了文献[84; 85]的缺陷；③在大跨度屋盖中，如果需要关心一些

模态惯性力组合法 与风场 CPT 模态有关的方法 

等效目标响应

不考虑 CPT
模态补偿

考虑 CPT
模态补偿

不选取 
主导模态 

选取 
主导模态

通过能量方法

选取主导模态

通过 CPT 模态

选取主导模态

选取或不选取

部分控制元素 

对比分析，可以得出考虑 CPT 模态

补偿的方法是一种较好的方法。
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重要节点或单元，要求这些节点或单元在ESWL作用下的响应和初始等效目标响

应相等，本章采用了带等式约束的最小二乘法来解决这个问题。 

5.2 初始等效目标响应的确定 

由前文可知，ESWL 以峰值响应为等效目标，因此本章首先介绍一下峰值响

应的确定方法，并介绍在研究 ESWL 时需要用到的目标响应。 

    Kasperski[71]指出随机响应 r 的峰值响应 maxr 表示如下： 

max rr r g                           (5.1) 

式中， r 表示平均响应； r 表示响应均方根(笔者注：单求脉动风荷载的 ESWL

时， r 表示脉动风致响应计算结果)； g 表示给定可靠性下的峰值因子，本章取

为 2.5。 

    关于式(5.1)中正负号的取法，文献[71]明确指出： maxr 要超过 r 。显然要想达

到此目的，必须人为使 r 与 r 二者的符号相同，尽管 r 本身是非负的，文献[40; 

70; 74; 75; 175]在求 ESWL 时，实际上也用到了这一点。据此，本章在求 ESWL

时，所用到的等效目标响应列向量 or 为： 

      o rr g sign r                       (5.2) 

    需要在此说明的是：①式(5.2)中的有关响应可以通过时域或频域方法计算得

出；②此外利用式(5.2)求出的不同等效目标响应之间没有任何关系，因而是不相

关的，比如节点位移和单元轴力是不相关的。 

5.3 惯性力组合方法 

由绪论可知，与结构振动模态有关的惯性力组合法在大跨度屋盖 ESWL 计算

中扮演着重要的角色。高层建筑的振动多以第一阶模态为主，而大跨度屋盖常常

有多阶模态参与振动，因此本节将利用惯性力组合法对大跨度屋盖的 ESWL 进

行研究，从如下方面着手： 

1) 在大跨度屋盖中，一些高阶模态对振动的贡献占主导地位。本章也将从

不选取主导模态和选取主导模态两个方面对 ESWL 进行研究； 

2) 在选择主导模态时，将通过能量方法和通过脉动风场的 CPT 模态进行选

择； 

3) 从多等效目标响应层面研究 ESWL； 

4) 考虑控制元素的影响； 

5) 当采用少量的参振模态研究 ESWL 时，误差常常较大，本节采用补偿方

法来加以克服。 
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5.3.1 基于等效目标响应为节点位移的惯性力组合法 

在式(5.2)中，设大跨度屋盖等效目标响应 or 为节点位移列向量 dr ，对于

离散系统， dr 可表达成： 

   
1

N

d j j
j

r q 


                      (5.3a) 

或： 

    dr q                        (5.3b) 

式中，       1 2, , , N       为结构模态矩阵， j 为结构的第 j 阶振动模态；

N 表示节点总自由度数；在线性空间中，   1 2, ,
T

Nq q q q  表示 dr 在  中的

坐标列向量，其中  1, 2,jq j N  表示 dr 在 j 的坐标，也表示第 j 阶振动模

态的参与系数或组合系数。 

则基于等效目标响应为节点位移 dr 的惯性力组合法所得的 ESWL 可表示

为： 

     2

1

N

e j j j
j

p M q 


                    (5.4a)  

或： 

      ep M q                     (5.4b) 

式中，    1 2, , NM diag m m m  表示质量矩阵；    2 2 2
1 2, , Ndiag      表示特

征值矩阵(或谱矩阵)，也即圆频率平方构成的矩阵。 

下面证明在 ep 作用下结构产生的响应为 dr 。 

在式(5.4)中，考虑峰值因子后的第 j 项惯性力为   2
j j jM q  ，根据模态的

正交性，对其左乘 j 的转置可得到第 j 项惯性力的拟广义力(笔者注：根据结构

动力学可知，广义力与时间有关系，而式(5.5)与时间没有关系，但是具有类似广

义力的形式，故此本章称之为拟广义力。) ,g jF 为： 

* 2
,g j j j jF M q                        (5.5) 

式中，     * T

j j jM M  表示第 j 个模态 j 对应的广义质量。 

根据结构动力学[53]可知，在 ,g jF 作用下的坐标为： 

* 2
,

* *

g j j j j
j

j j

F M q
q

K K


 

                     
(5.6)

 

式中，     * T

j j jK K  表示第 j 个模态对应的广义刚度， K 表示结构刚度矩

阵。 
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由此得以证明在第 j 项惯性力   2
j j jM q  作用下产生的位移 ,d jr 为： 

   ,d j j jr q                         (5.7) 

对于线性结构，由于存在叠加原理，结构在 ESWL—— ep 的作用下总响应

为式(5.3)。所以基于等效目标响应为节点位移的惯性力组合法所得的 ESWL 的

表达式(5.4)是正确的。 

另外需要说明的是，在利用式(5.4)求解 ESWL 时，如果选取所有的 N 阶结构

振动模态，可以计算出精确的 ESWL，也就是在此 ESWL 作用下的节点位移响

应和初始等效目标响应是完全一致的。 

5.3.2 基于等效目标响应为其它响应的惯性力组合法 

虽然节点位移响应为大跨度屋盖一种重要的响应，但是由于大跨度屋盖存在

多等效目标问题[70]，因此本节同样给出基于等效目标响应为其它响应(比如单元

内力)的惯性力组合法所得的ESWL。设大跨度屋盖其它等效目标响应 or 为 r ，

对于离散系统，可将式(5.3)写成更广泛的形式[175]： 

   
1

N

j j
j

r c 


                       (5.8a) 

或： 

    r c                        (5.8b) 

式中，  为响应函数矩阵， j 为第 j 阶模态的响应函数。对于节点位移响应，

   j j  ，      ；对于其它响应量，假设节点位移向量等于 j ，此时该

响应量相应的值即为 j ，相当于除开节点位移外的其它响应的第 j 阶模态，具

体表达如下： 

 

2
1, ,

1
1,

2
2, 2, ,

1

,
2

, ,
1

N

i r i i j j
i

j N

j i r i i j j
ij

M j N

i rM i i j j
i

m I

m I

m I

 

  




 







 
 
  
  

       
   
      

  










                 (5.9) 

式中，i表示自由度序号； im 表示第 i自由度的集中质量；  , 1, 2,rk iI k M  表示

第 i 个自由度对应的影响函数，也即在结构第 i 个自由度处作用单位集中力时所

得的结构第 k 个研究对象值，有时也叫单位力的权重函数。 

利用矩阵相乘形式，响应函数矩阵  可表示为： 
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             r rI M I M                  (5.10) 

式中，       1 2, ,r r r rNI I I I    表示影响函数矩阵，  1, 2,riI i N  表示第 i自

由度对应的影响函数列向量；其余符号同上。 

由式(5.8)可以求出组合系数 c ，则基于等效目标响应为其它响应的惯性力

组合法所得的组合法所得的 ESWL 可表示为： 

     2

1

N

e j j j
j

p M c 


                   (5.11a) 

或： 

      ep M c                    (5.11b) 

需要说明的是：①一般情况下基于内力等效的精确的大跨度屋盖 ESWL 是不

存在的，即使选取了所有的 N 阶结构振动模态，文献[175]对此进行了证明；②

式(5.4)与式(5.11)形式上是一致的，只不过是组合系数的求法不一样。 

5.3.3 惯性力组合法计算中相关的数值解法 

在实际应用中，通常认为体系实际产生的振动由若干少数阶模态振动合成

[43]，这样式(5.3)、式(5.4)、式(5.8)和式(5.11)中只需计算  n n N 阶模态结果；

另外对于复杂的大跨度屋盖，即使考虑所有阶数模态的结果，其影响函数矩阵 
也常常会出现行数远远大于列数的情况。在大跨度屋盖中，如果需要关心一些重

要节点(本章中称之为控制节点)或单元(本章中称之为控制单元)，要求这些控制

节点或控制单元(下文中统称为控制元素)在 ESWL 作用下的响应和初始等效目

标响应相等。 

上述情况在利用式(5.3)或式(5.8)求解组合系数 q 或 c 时，常常出现矛盾方

程组(或不相容方程组)，解不出这些组合系数的精确值，但可用到线性方程组最

小二乘问题数值解法，现将相关理论阐述如下。 

5.3.3.1 不带任何约束条件的线性超定方程组的最小二乘解 

考虑如下形式的线性方程组： 

    A x b                       (5.12) 

式中，  m nA R  为已知实矩阵，  nx R 为未知列向量，  mb R 为已知列向量。 

在式(5.12)中，当m n (即 A 为方阵)且矩阵 A 非奇异，则方程组有唯一精

确解     1
x A b

 ，在此不予讨论。 

对于式(5.12)的线性方程组，经常会碰到m n ，也即方程个数多于未知量

个数，本章称式(5.12)是不带任何约束条件的线性超定方程组。式(5.12)通常没有



第 5 章 大跨度屋盖脉动风等效静力风荷载的研究 

 207

精确解，因为它要求 b 必须是 mR 的真子空间   ran A 的一个元素[176]。不过此

时方程组存在最小二乘解，其通解为： 

             ( )x A b I A A z
                  (5.13) 

式中， A

表示矩阵 A 的 Moore-Penrose 广义逆，由 Penrose 方程可知 A


是存

在的并且具有唯一性； I 表示单位矩阵；  nz R 表示任意的列向量。 

在式(5.13)的通解系列中： 

      n
LSx A b R

                     (5.14) 

为唯一的范数最小的二乘解，它同时满足[177]： 

         2 2( ) || || min || ||LS LSx A x b A x b            (5.15a) 

和 

   2 2|| || min || ||LSx x                   (5.15b) 

式中， 2|| || 表示向量的 Euclid 范数(即 2 范数)；min 表示最小值。 

式(5.15)称为线性最小二乘问题(简称为 LS 问题)，其解 LSx 亦称为式(5.12)

的最小二乘解。 

进一步研究[176]表明，在式(5.12)中，当  A 是列满秩(即列向量线性无关)

时，LS 问题有唯一的最小二乘解为式(5.14)。 

需要在此指出的是，在本章中，式(5.12)中的 A 即为式(5.3)中的结构模态矩

阵  或式(5.8)中的响应函数矩阵  ， x 为式(5.3)或式(5.8)中的组合系数。 
和  的列向量彼此线性无关，因而 x 有唯一的最小二乘解为式(5.14)。 

5.3.3.2 等式约束的最小二乘解[176; 177]  

在许多实际问题中，线性系统式(5.12)中的参变量 x 可能不完全独立，它

们的数值常要受到某些物理或数学条件的约束，因此讨论这类带约束条件的最小

二乘问题具有重要的应用价值。 

在式(5.12)中，如把 A 和 b 分成如下的分块矩阵： 

   
     

 
,

hL
A b

gK

   
    

  
                  (5.16) 

式中，设  1m nL R  ，  2m nK R  ，  1mh R ，  2mg R ， 1 2m m m  。在进行计

算时，如果要求在 L ， h 中没有误差，而在 K ， g 中含有误差，即： 

    K x g ，而    L x h                (5.17) 

式中，符号“”表示约等号。这类问题叫做等式约束最小二乘问题(简称为 LSE

问题)。 

 LSE 问题的通解为： 
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                    Kx L h K P g P K P K P z



          (5.18) 

式中，       P I L L
  ，          KL I K P K L




        
，其余符号同前。 

 LSE 问题的最小范数解有下面的形式： 

         LSE Kx L h K P g



                  (5.19) 

当下面的条件[178]： 

     1,rank L m rank A n                 (5.20) 

成立时，LSE 问题有唯一解，为式(5.19)，式中  rank  表示对矩阵求秩。 

在此同样需要指出的是，在本章下文中考虑控制元素时结构参振模态数目

对整体误差的影响的内容中，当控制元素的   或   的列向量数不小于行向量

时，参数结构便满足式(5.20)，因而 x 有唯一的最小二乘解为式(5.19)，否则不

存在唯一最小二乘解。 

5.3.4 算例验证与分析 

本节仍然采用第2章的工程实例进行分析，其ANSYS有限元模型见图5.2。在

该模型中，用二力杆杆单元link8单元模拟干煤棚上下弦弦杆，用集中质量单元

mass21模拟干煤棚表面的覆板质量。有限元模型中共有2592个节点，11412个单

元，其中周边完全固定的节点数为142，两端为完全固定节点的杆单元数为612，

该结构为多节点、多单元的复杂大跨度屋盖结构。图中x坐标与纵向平行，y坐标

沿横向方向，z坐标竖直向下。 

因为本工程为空间桁架结构，所以其响应有节点位移和单元轴力。本结构自

由(非完全固定)节点数为 2450 个，每个节点有 3 个平动自由度，因而结构总自

由度为 7350 个，结构模态阶数以及频率阶数均为 7350 阶，结构的三维节点位移

也有 7350 个；此外自由(非完全固定)的二力杆单元数为 10080 个，结构单元的

轴力有 10080 个。 

根据本结构的实际情况，本章采用时域方法来计算结构风致抖振响应，其相

关的计算参数有：(1)基本风压：0.80Kpa(50 年重现期)；(2)结构阻尼比：0.01；

(3)时间步长：0.1043s；(4)体系为经典阻尼体系，阻尼矩阵 c 、质量矩阵 M 和

刚度矩阵 K 的关系为     c M K   ，本章中 0.1578  ， -45.1733 10   。

本章对多个重要风向角的风振响应进行了分析，限于篇幅，本章以 90 度风向角

且周边无其它干扰建筑的 B 类风场的风洞试验结果，对受扰干煤棚的 ESWL 进

行研究。本算例中定量分析误差依然采用式(2.36)所定义的夹角和式(2.38)所定

义的相对误差 e两个参数： 
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   
   

2 2

arccos
T

X Y

X Y


 
  

 
 

                   (2.36) 

和 

   
 

2

2

X Y
e

Y


                        (2.38)              

式中， X 表示在 ESWL 作用下的节点位移响应或单元轴力响应， Y 表示节点

位移或单元轴力的初始等效目标响应，本章认为是精确的。 

在此说明一下，本章下文中的节点位移误差指的是在 ESWL 作用下的节点

位移和初始等效节点位移之间的误差；单元轴力误差指的是在 ESWL 作用下的

单元轴力和初始等效单元轴力之间的误差。显然，和 e越小， X 与 Y 之间

的误差越小，ESWL 越精确；当和 e同时为零时， X 完全等于 Y ，则 ESWL

是精确的；此外误差相同时，用惯性力组合法计算所得的 ESWL 也相同。 

X

Y

Z °

°

°

 

图 5.2 干煤棚有限元模型 图 5.3 上表面第 1、6、12 和 18 跨的节点和单元

5.3.4.1 参振模态对 ESWL 的影响 

    对于多模态参与振动的结构，如何选取参振模态对于利用惯性力组合法求解

大跨度屋盖的 ESWL 而言是一个重要的问题。本章将从不选取结构主导模态(对

结构振动有较大贡献的模态)和选取主导模态两个方面来研究参振模态对大跨度

屋盖的 ESWL 的影响，其中在每个方面的研究中同时考虑了有、无控制元素对

整体误差的影响。 

1、 不选取结构主导模态 

    当不选择主导模态时，本章首先根据式(5.2)求出结构节点位移和单元轴力的

初始等效目标响应；然后取结构前 100 阶、前 200 阶、前 300 阶、前 400 阶、前

500 阶、前 1000 阶、前 1500 阶、前 2000 阶、前 2500 阶、前 3000 阶、前 3500

阶、前 4000 阶、前 4500 阶、前 5000 阶、前 5500 阶、前 6000 阶、前 6500 阶、

前 7000 阶以及所有 7350 阶等 19 种情况下的结构模态(本章称为非主导模态)，
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分别利用式(5.4)和式(5.11)来对基于节点位移和单元轴力的 ESWL 进行研究。 

1) 无控制元素的影响 

当不考虑控制元素时，在选定参振模态的情况下，本章首先利用 LS 问题求

出式(5.3)和式(5.8)中的组合系数列向量 q 和 c ，然后分别代入式(5.4)和式(5.11)

再求 ESWL。求出 ESWL 后，再施加在结构上，并求出相应响应，并和初始等

效目标响应进行误差(笔者注：如没有特殊强调，本章下文中的误差均指 ESWL

作用下结构的响应和初始等效目标响应之间的误差)分析，以便检验结构参振模

态对 ESWL 精度的影响。 

(1) 整体误差分析 

根据式(2.36)和式(2.38)，本章对所有 7350 个节点位移和所有 10080 个杆单

元轴力的整体误差(笔者注：如没有特殊强调，本章下文中的整体误差均指所有

7350 个节点位移和所有 10080 个杆单元轴力的误差)进行了计算，整体误差结果

见表 5.1。 

由表 5.1 可知，结构模态的参振数目对整体误差的影响是非常大的，参振数

目越少，误差越大。无论基于节点位移还是单元轴力，显然不能仅仅采用部分低

阶模态来求 ESWL，需要考虑中、高阶模态的影响，否则误差非常大，即使利用

最小二乘法来优化误差；此外当选择所有 7350 阶模态时，对于节点位移，整体

误差和 e均为 0，而对于单元轴力，整体误差为 0.1583  和 0.1576e  ，这证

明了基于节点位移的 ESWL 是精确的，而基于单元轴力的 ESWL 并不精确的，

这与文献[175]的结论是一致的。 

表 5.1 没有控制元素时结构非主导参振模态数目对整体误差的影响 

整体误差 整体误差 

节点位移 单元轴力 节点位移 单元轴力 

结构

模态

阶数  (rad) e   (rad) e  

结构

模态

阶数  (rad) e   (rad) e  

100 0.3839 0.3745 0.4081 0.3969 3500 0.1956 0.1944 0.3084 0.3036
200 0.3487 0.3416 0.3955 0.3853 4000 0.1740 0.1731 0.2910 0.2869
300 0.3359 0.3296 0.3804 0.3713 4500 0.1555 0.1549 0.2762 0.2727
400 0.3073 0.3025 0.3775 0.3686 5000 0.1359 0.1355 0.2721 0.2688
500 0.3018 0.2937 0.3754 0.3666 5500 0.1240 0.1237 0.2658 0.2627

1000 0.2686 0.2654 0.3577 0.3501 6000 0.1085 0.1083 0.2481 0.2455
1500 0.2481 0.2456 0.3447 0.3380 6500 0.0916 0.0915 0.2330 0.2309
2000 0.2378 0.2356 0.3365 0.3302 7000 0.0595 0.0595 0.1892 0.1880
2500 0.2291 0.2271 0.3312 0.3252 7350 0.0000 0.0000 0.1583 0.1576
3000 0.2140 0.2124 0.3192 0.3138      
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 (2) 局部误差分析 

在用式(2.36)和式(2.38)计算整体误差时，初始等效目标中(绝对值)较小的响

应可能会带来较大的误差，而(绝对值)较大的响应带来的误差可能会较小。为此

本章选出初始等效目标中(绝对值)较大的前一定数量的响应作为研究对象，其绝

对值后的分布情况见图 5.4，由于篇幅限值，本章计算出考虑前 100 阶和所有 7350

阶模态的情况下所得的 ESWL 作用下的相对应位置的响应，并用式(2.36)和式

(2.38)对这些响应的误差(本章中称为局部误差)进行分析，见图 5.5。 

由图 5.5 可知：对所关注的一定数量的最大(笔者注：如没有特殊强调，此处

包括本章下文的最大指的是绝对值最大)响应而言，较少的参振模态数所产生的

误差几乎随着最大响应个数的增加而呈快速的线性增长趋势，较少的参振模态数

只对很少的一部分较大响应精度稍好，而对绝大多数响应并不适合；而考虑所有

7350 阶模态时，无论选取多少个最大响应，局部误差都较小，尤其是对于节点

位移，局部误差始终为零。 

在图 5.4 所关注的一定数量的最大响应中，前面 500 个最大节点位移随着最

大响应个数增加而快速减小，前面 300 个最大轴力随着最大响应个数增加而快速

减小，此后两种响应随着最大响应个数增加而缓慢减小。对于算例如此复杂的结

构，如果需要关注最大响应的话，笔者认为至少需要关注前面 500 个最大节点位

移和前面 300 个最大轴力。但由图 5.5 可知，少数参振模态数对这些较少的响应

所造成的误差还是较大，而所有 7350 阶模态对这些较少的响应所造成的误差很

小。 

需要说明的是，图 5.5 的规律在本章下文中也存在，不再赘述。 
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图 5.4 最大响应分布情况 
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(c) 考虑所有7350阶模态时的位移局部误差 (d) 考虑所有7350阶模态时的轴力局部误差 

图 5.5 局部误差分析 

(3) 部分节点和单元响应对比分析 

上述误差分析没有直接对响应进行具体的对比，对于如此复杂的结构，有必

要研究一下参振模态数对一些节点和单元的误差影响。限于篇幅，本章对图 5.3

所示上表面第 1、6、12 和 18 跨的节点和单元的初始等效目标响应和在前 100 阶、

所有 7350 阶参振模态所得到的 ESWL 下的响应进行对比分析，见图 5.6。 
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注：a 表示由式(5.2)计算得到的初始等效目标响应；b 表示由前 100 阶模态计算得到的 ESWL
作用下的响应；c 表示由所有 7350 阶模态计算得到的 ESWL 作用下的响应。 

图 5.6 上表面部分节点和单元响应对比分析 

由图 5.6 可知，参振模态越少，在 ESWL 作用下的响应和初始等效目标响应

之间的差异越大，这说明 ESWL 的精度越低；相反参振模态越多，在 ESWL 作

用下的响应和初始等效目标响应之间的差异越小，这反映出所计算的 ESWL 精

度越高。显然不能采用少数低阶模态求解大跨度屋盖的 ESWL，这与表 5.1 和图

5.5 的结果是一致的。 

需要说明的是，在本节下文中同样存在图 5.6 的特征，因此不予赘述。 

(4) 结构上表面法向 ESWL 云图 

为了便于后文对比分析，本章给出所有 7350 阶参振模态的结构上表面法向

ESWL 云图，见图 5.7，由本章前文分析可知该种情况下的 ESWL 为精度最高的

ESWL。图中压力离开表面为负，指向表面为正(笔者注：如没有特殊强调，本章

下文中 ESWL 云图均指结构上表面法向 ESWL 云图，正负号与此处相同，单位

均为 KPa)。 

纵向(m)

径
向

(m
)

 

 

0 20 40 60 80 100 120 140

20

40

60

80

100

-150

-100

-50

0

50

100

纵向(m)

径
向

(m
)

 

0 20 40 60 80 100 120 140

20

40

60

80

100

-3

-2

-1

0

1

(a) 根据位移等效 (b) 根据轴力等效 

图 5.7 考虑所有 7350 阶模态时结构上表面法向 ESWL 云图(KPa) 

由图 5.7 可知：ESWL 是关于径向中轴线对称分布的，这与试验时外荷载的
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对称性是一致的；根据不同初始等效目标响应算出的 ESWL 差异是比较大的。 

在图 5.7 中，根据节点位移等效的 ESWL 和根据单元轴力等效的 ESWL 差异

较大，在此有必要证明一下是否是因为由式(5.2)算出的不同初始等效目标响应之

间是完全独立不相关的原因所造成的。 

本章采用如下方式进行证实：首先把由式(5.2)得到的初始节点位移等效目标

响应施加在结构上，求出相应的单元轴力，然后把此单元轴力作为初始轴力等效

目标响应，本章称之为修正初始轴力等效目标响应，根据本章前文介绍的相同方

法求出修正初始轴力等效目标响应对应的 ESWL，再和初始节点位移等效目标响

应对应的 ESWL 进行对比分析。限于篇幅，本章对取前 100 阶模态和所有 7350

阶模态进行研究，其基于修正初始轴力等效目标响应的 ESWL 云图，见图 5.8。 
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图 5.8 基于修正初始轴力等效目标响应的 ESWL 云图 

此外，本章也给出基于式(5.2)得到的初始节点位移等效目标响应的取前 100

阶模态所得的 ESWL 云图，见图 5.9。 
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图 5.9 考虑前 100 阶模态时基于式(5.2)所得

初始节点位移等效的 ESWL 云图 

图 5.10 考虑前 100阶模态时基于由修正初始

位移等效目标响应得到的修正初始轴力等效

目标响应的 ESWL 云图 

对比图 5.7(a)和图 5.8(b)，发现当考虑所有 7350 阶模态时，根据式(5.2)的初

始节点位移等效目标响应所得的 ESWL 和根据修正初始轴力等效目标响应所得
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的 ESWL 是完全相同，同时可以计算出图 5.8(b)的整体误差和 e均为 0(笔者注：

此处及图 5.8(a)的整体误差指 ESWL作用下结构轴力响应和修正初始轴力等效目

标响应之间的误差)。此时需要注意的是，修正初始轴力等效目标响应是根据式

(5.2)的初始节点位移等效目标响应求得的，二者是完全相关的，因而所得的

ESWL 应该完全相同；由前文可知，根据式(5.2)算出的不同初始等效目标响应之

间是完全独立不相关的，因而图 5.7 所得的 ESWL 之间没有任何联系，可以存在

较大差异。 

但是对比图 5.9 和图 5.8(a)，发现二者差异较大，同时可以计算出图 5.8(a)的

整体误差为 1.3825  和 0.9823e  ，而由表 5.1 可知图 5.9 的整体误差为

0.3839  和 0.3745e  ，整体误差水平相差也很大。但是需要注意的是，对于图

5.9，在利用式(5.4)求 ESWL 时，其中的组合系数 q 是由式(5.3)数值计算得到的

近似值，把这些近似值重新代入式(5.3)可以求得一个位移列向量(本章中称为修

正初始位移等效目标响应)，显然修正初始位移等效目标响应和由式(5.2)所得的

初始位移等效目标响应并不相等，实际上基于修正初始位移等效目标响应的精确

的 ESWL 便是图 5.9，而修正初始位移等效目标响应和修正初始轴力等效目标响

应是完全独立不相关的，因而造成了图 5.9 和图 5.8(a)及其整体误差的较大的差

异。同时本章也给出考虑前 100 阶模态时，基于由修正初始位移等效目标响应得

到的修正初始轴力等效目标响应(二者之间完全相关)的 ESWL 云图(见图 5.10)及

图 5.10 的整体误差和 e均为 0，显然图 5.9 和图 5.10 二者完全相同。 

顺便提及一下，当考虑所有 7350 阶模态时，由式(5.3)计算的组合系数 q 是

精确值，修正初始位移等效目标响应和由式(5.2)所得的初始位移等效目标响应完

全相等，当然修正初始位移等效目标响应也和修正初始轴力等效目标响应完全相

关，因而图 5.7(a)和图 5.8(b)是完全一致的。 

由以上分析可知，只要响应是完全相关的，基于不同响应的 ESWL 是完全相

同的；只要响应是完全独立不相关的，基于不同响应的 ESWL 可能是完全不同

的。 

2) 有控制元素的影响 

表 5.1 在研究结构参振模态对整体误差的影响时，没有牵涉到控制元素。大

跨度屋盖中可能需要关心一些元素，要求这些控制元素在 ESWL 作用下的响应

和初始等效目标响应相等。在此，本章在结构上表面选出了 49 个控制节点(图 5.11)

和 66 个控制单元(图 5.12)，利用本章前文介绍的等式约束最小二乘问题来研究

结构参振模态对 ESWL 的影响，整体误差结果见表 5.2。 

需要指出的是：在计算节点位移的组合系数 q 时，如果取结构前 100 阶模
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态，此时控制节点的模态矩阵 147 100L R  ，   100 147rank L   ，不满足式(5.20)，

LSE 问题没有唯一解，本章不予考虑，其余阶数的模态的 LSE 问题存在唯一解；

在计算单元轴力的组合系数 c 时，因为满足式(5.20)的条件，19 种模态情况下

的 LSE 问题都存在唯一解。 
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图 5.11 控制节点(俯视图) 
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图 5.12 控制单元(俯视图) 

表 5.2 考虑控制元素时结构非主导参振模态数目对整体误差的影响 

整体误差 整体误差 

节点位移 单元轴力 节点位移 单元轴力 

结构

模态

阶数  (rad) e   (rad) e  

结构

模态

阶数  (rad) e   (rad) e  

100   0.5322 0.5133 3500 0.1997 0.1983 0.3103 0.3054
200 1.4913 21.1062 0.4666 0.4508 4000 0.1763 0.1754 0.2921 0.2880
300 1.4770 5.5036 0.4282 0.4159 4500 0.1569 0.1562 0.2769 0.2733
400 1.1042 1.682 0.4121 0.4008 5000 0.1370 0.1366 0.2728 0.2694
500 1.0305 1.4156 0.4021 0.3914 5500 0.1246 0.1243 0.2665 0.2633
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续前表          
1000 0.4761 0.4822 0.3714 0.3634 6000 0.1087 0.1085 0.2487 0.2461
1500 0.2600 0.2571 0.3567 0.3496 6500 0.0917 0.0915 0.2337 0.2315
2000 0.2465 0.244 0.3434 0.3369 7000 0.0595 0.0595 0.1899 0.1888
2500 0.2370 0.2347 0.3349 0.3287 7350 0.0000 0.0000 0.1592 0.1585
3000 0.2200 0.2182 0.3221 0.3166      

由表 5.2 同样可以发现结构参振模态数量对整体误差的影响是非常大的。由

表 5.1 和表 5.2 对比分析可知：尽管采用等式约束最小二乘问题可以保证这些控

制元素没有误差，但是等式约束加大了最小二乘问题的整体误差，使得其它非控

制元素的误差相当大。因此当参振模态阶数相同时，存在控制元素的整体误差要

大于没有控制元素时的整体误差，参振模态阶数越少，两个整体误差之间的差异

越大，这在节点位移中表现更加突出。上述特征表明如果存在控制元素的话，不

能仅仅采用部分低阶模态来求大跨度屋盖的 ESWL，虽然对于控制元素部分不存

在任何误差。 

2、 选取结构主导模态 

前文已经证明，无论有、无控制元素，对于非常复杂的大跨度屋盖，结构参

振模态对 ESWL 的精度影响很大，不能仅仅采用部分低阶模态来求大跨度屋盖

的 ESWL，虽然采用最小二乘方法可以将误差最小化。文献[6]通过数值分析发

现大跨度屋盖存在一些高阶模态对风振响应大，起着主导模态的作用，但由于其

模态阶次高而往往被忽略。在此本章将用不同方法来选取结构主导模态，来研究

参振模态对大跨度屋盖的 ESWL 精度的影响。 

1) 根据应变能选取主导结构模态 

系统总的瞬态应变能为[6]： 

         1

2

T
E t x t K x t                 (5.21) 

式中，   x t 表示瞬态位移列向量； K 表示刚度矩阵。 

由模态位移叠加法，   x t 可以表示为： 

     
1

N

j j
j

x t q t 


                      (5.22) 

式中， j 、  jq t 分别表示系统的第 j 阶结构模态及其对应模态坐标； N 表示

结果所有结构模态的数量。 

    而第 j 阶模态的瞬态应变能为： 

           1

2

T

j j j j jE t q t K q t               (5.23) 
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由模态关于体系 K 的正交性不难得知： 

   
1

N

j
j

E t E t


                     (5.24) 

按照文献[162]静力荷载参与系数理论，只要主导模态的能量和占到总能量的

90%，此时选择的主导模态数量便是合理。 

需要在此特别说明的是，由于式(5.2)所示的位移初始等效目标响应与时间没

有关系，因此本章没有考虑风荷载频率与结构频率接近时才容易激起结构模态参

与振动这一特点(下文在根据脉动风场 CPT 模态选取主导结构模态也没有考虑这

一点)，根据实际计算情况，本章在此只是根据应变能的相对大小来判断主导模

态。在用式(5.21)～式(5.24)计算系统总应变能和各阶模态的应变能时，也与时间

没有关系，相关参数即取本章前文与时间无关的计算结果即可。由式(5.23)可以

计算出本结构各阶模态的应变能，见图 5.13。 
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图 5.13 每阶模态的应变能(N.m) 

由图 5.13 可以发现，主导模态的阶数比较分散，低阶、中阶、高阶都存在，

甚至在 7000 阶以后还有主导模态，显然不能仅仅选用低阶模态来计算风振响应

及其大跨度屋盖的 ESWL。 

据图 5.13，本章按照能量从大到小进行模态排序，选取排序后的前 100 阶、

前 200 阶、前 300 阶、前 400 阶、前 500 阶、前 1000 阶、前 1500 阶、前 2000

阶、前 2500 阶、前 3000 阶、前 3500 阶、前 4000 阶等 12 种情况下的主导结构

模态。然后按照本章前文中不选取结构主导模态的方法来研究参振模态对 ESWL

的影响，其不考虑控制元素时的整体误差见表 5.3。 
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表 5.3 没有控制元素时结构主导参振模态(应变能选取)数目对整体误差的影响 

整体误差 整体误差 

节点位移 单元轴力 节点位移 单元轴力 

主导

结构

模态

阶数 
 (rad) e   (rad) e  

主导

结构

模态

阶数
 (rad) e   (rad) e  

100 0.8094 0.7239 0.6748 0.6248 1500 0.1683 0.1675 0.3542 0.3468
200 0.7909 0.7110 0.6624 0.6150 2000 0.1199 0.1196 0.3317 0.3256
300 0.4087 0.3974 0.5847 0.5520 2500 0.0580 0.0579 0.2820 0.2783
400 0.3796 0.3706 0.5650 0.5354 3000 0.0272 0.0272 0.2610 0.2580
500 0.3578 0.3502 0.5527 0.5250 3500 0.0093 0.0093 0.1736 0.1727

1000 0.2160 0.2143 0.3969 0.3866 4000 0.0000 0.0000 0.1583 0.1576

由表 5.3 可知，无论对于节点位移还是单元轴力，如果仅仅取少数的主导模

态，误差是非常大的，甚至比表 5.1 中没有考虑主导模态时的低阶模态的误差还

大，这说明即使利用应变能方法选取出来的主导模态，依然不能选其少量的模态

用来计算大跨度屋盖的 ESWL。不过对比表 5.1 和 5.3，随着参振模态数的增加，

主导模态产生的误差较非主导模态产生的误差减小得更快，到 4000 阶时，误差

量和没有考虑主导模态时所有 7350 阶的误差量是一致的，这说明通过应变能方

法可以过滤掉很多能量较少、不起主导作用的模态，能够减少分析大跨度屋盖

ESWL 所需要的模态阶数。同时本章给出通过应变能选取的 4000 阶主导模态时

的 ESWL 云图，见图 5.14。 
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图 5.14 没有控制元素、4000 阶主导模态(通过应变能选取)时 ESWL 云图 

对比图 5.7 和图 5.14，可以发现二者是一致的，这说明通过文献[6]方法选取

主导模态来计算大跨度屋盖的 ESWL 还是可行的；同时也说明当误差一样时，

ESWL 是一样的。 

同样，本章在此也给出选出主导模态后考虑控制元素(见图 5.11 和图 5.12)时

的整体误差，见表 5.4。 
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表 5.4 考虑控制元素时结构主导参振模态(应变能选取)数目对整体误差的影响 

整体误差 整体误差 

节点位移 单元轴力 节点位移 单元轴力 

主导

结构

模态

阶数 
 (rad) e   (rad) e  

主导

结构

模态

阶数
 (rad) e   (rad) e  

100   1.3363 2.9031 1500 0.1887 0.1879 0.3628 0.3550
200 1.4323 4.6003 0.9573 1.0391 2000 0.1319 0.1315 0.3370 0.3307
300 1.1590 1.7600 0.6999 0.6671 2500 0.0630 0.0630 0.2854 0.2815
400 0.8971 1.0945 0.6562 0.6214 3000 0.0293 0.0293 0.2634 0.2604
500 0.7457 0.8182 0.6047 0.5727 3500 0.0100 0.0100 0.1751 0.1742

1000 0.2630 0.2612 0.4177 0.4060 4000 0.0000 0.0000 0.1592 0.1585

在表 5.4 中同样可以发现主导结构模态阶数对整体误差影响很大，再次证实

不能选取少数模态用于计算大跨度屋盖的 ESWL；对比表 5.3 和表 5.4，参振模

态的阶数较少时，存在控制元素的整体误差要大于没有控制元素时的整体误差，

参振模态阶数越少，两个整体误差之间的差异越大，这与本章前文不选取结构主

导模态所得出的结论是一致的。 

此外在表 5.4 中，当参振主导模态数为 4000 时，整体误差基本等于表 5.3 中

相应的整体误差，同时本章给出该种情况下的 ESWL 云图，见图 5.15。 

纵向(m)

径
向

(m
)

 

 

0 20 40 60 80 100 120 140

20

40

60

80

100

-150

-100

-50

0

50

100

纵向(m)

径
向

(m
)

 

 

0 20 40 60 80 100 120 140

20

40

60

80

100

-3

-2

-1

0

1

(a) 根据位移等效 (b) 根据轴力等效 

图 5.15 存在控制元素、4000 阶主导模态(通过应变能选取)时 ESWL 云图 

对比图 5.7、图 5.14 和图 5.15 可知，当参振模态数足够多时，不管是否存在

少数的控制元素以及通过不同方法选取的不同数量的参振模态，结构的 ESWL

是相同的或差异很小，此时可以不用选取控制元素。笔者认为，本章下文中考虑

控制元素、通过 CPT 模态选取结构主导参振模态数目时对整体误差的影响有着

表 5.4 相似的特征，因而不再详细阐述。 

2) 根据脉动风场 CPT 模态选取主导结构模态 

前文中谈到了根据应变能选取主导结构模态，该方法主要考虑了结构的动力

特性而与激励无关。在此，本章根据脉动风场 CPT 模态来选取主导结构模态，
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该方法的基本思想是根据外荷载的空间分布形状来过滤掉与之夹角较大的结构

模态，从而自动选择主导结构模态，提高计算效率。该思想在计算风振位移响应

时是结构经典模态分析(CMA，即模态位移叠加法)与 POD 理论的联合运用，因

而称之为双模态变换(DMT)[12; 13]，当 DMT 用于时域分析时，就是 CMA 与 CPT

的联合运用[12]，本章只介绍离散系统这方面的知识。 

在时域分析中，定义[12]：  

   T
B                          (5.25) 

为交叉模态参与协方差矩阵。式中，  和  分别表示脉动风荷载 CPT 矩阵和

结构模态矩阵，其中用式(5.26)来量化第 k 阶荷载 CPT 模态 k 在第 j 阶结构模

态 j 上的影响： 

   ,

T

k j k jB                        (5.26) 

矩阵 B 包含许多可以忽略或几乎为零的系数。当 , 0k jB  时， k 与 j 正

交，也就是说 k 对 j 的影响很弱， j 和 k 是反型的[12]。因为 k 表

示荷载的空间分布形状，这说明荷载只能激起与它的空间分布形状不正交的结构

模态 j ，在用模态位移叠加法时，系统响应应是那些与 k 不正交的结构模

态的叠加，据此可以选出主导结构模态。 

由式(5.25)和式(5.26)知： 

     1 2, , NB B B B                     (5.27a) 

      1, 2,
T

j jB j N                 (5.27b) 

   1, 2, , ,, , , ,
T

j j j k j L jB B B B B                (5.27c) 

式中， jB 表示所有 L阶 CPT 模态对第 j 阶结构模态 j 的影响列向量。 

定义式(5.28)为第 j 阶结构模态 j 对响应的贡献系数： 

         1, 2, ,j j j j L jC sum abs B abs B abs B abs B        (5.28) 

式中，  sum  表示求和算子，  abs  表示绝对值算子。 jC 越大，表示 j 的贡献

越大。 

利用式(5.28)可以求出所有阶数结构模态对响应的贡献系数，见图 5.16，根

据该图便可以很方便地选出主导结构模态。 
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图 5.16 结构模态对响应的贡献 

    由图 5.16 可知，风场 CPT 模态激起大部分低、中阶模态以及部分高阶模态

形成主导模态，从另外一个角度也证明了不能仅仅选用低阶模态来计算风振响应

及其大跨度屋盖的 ESWL。 

本章根据式(5.28)计算出所有结构模态的贡献系数 jC ，且按照其从大到小进

行模态排序，选取排序后的前 100 阶、前 200 阶、前 300 阶、前 400 阶、前 500

阶、前 1000 阶、前 1500 阶、前 2000 阶、前 2500 阶、前 3000 阶、前 3500 阶、

前 4000 阶等 12 种情况下的主导结构模态。然后按照本章前文中不选取结构主导

模态的方法来研究参振模态对 ESWL 的影响，其不考虑控制元素时的整体误差

见表 5.5。 

表 5.5 没有控制元素时结构主导参振模态(CPT 模态选取)数目对整体误差的影响 

整体误差 整体误差 

节点位移 单元轴力 节点位移 单元轴力 

主导

结构

模态

阶数 
 (rad) e   (rad) e  

主导

结构

模态

阶数
 (rad) e   (rad) e  

100 0.3296 0.3237 0.3849 0.3754 1500 0.2022 0.2009 0.2938 0.2896
200 0.2954 0.2912 0.3666 0.3584 2000 0.1726 0.1717 0.2722 0.2689
300 0.2857 0.2819 0.3575 0.3499 2500 0.1392 0.1387 0.2509 0.2483
400 0.2709 0.2676 0.3498 0.3427 3000 0.0937 0.0936 0.2250 0.2232
500 0.2605 0.2576 0.3437 0.3370 3500 0.0593 0.0593 0.1862 0.1851

1000 0.2266 0.2246 0.3167 0.3115 4000 0.0000 0.0000 0.1583 0.1576

表 5.5 有着表 5.3 同样的特征，在此不予赘述。同样该表也说明通过 CPT 模

态也能比较有效地选取出主导模态，起着结构模态降阶的作用。 

对比表 5.5 和表 5.3，可以得知，当主导结构模态阶数较少时，通过 CPT 模
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态选出的主导模态产生的整体误差小于通过应变能选出的主导模态产生的整体

误差，而当主导结构模态阶数较多时则刚好相反，不过差异较前者小。笔者认为，

造成上述差异在于通过 CPT 模态选取主导结构模态不仅考虑了结构动力特性，

而且考虑了脉动风荷载的特性，而通过应变能选取主导结构模态没有考虑脉动风

荷载的特性，实际上结构参振模态往往与外荷载的特性有关，对于脉动风荷载而

言，CPT 模态是最能刻画其本质特性的参数。 

对比表 5.5 和表 5.1 同阶数的整体误差，也可以发现通过 CPT 选取的模态产

生的误差较小，笔者认为通过该种方式选取主导结构模态的物理含义更加明确。 

5.3.4.2 利用补偿方法求解 ESWL——补偿 ESWL 的求法 

对于大跨度屋盖，为了简化计算量，常常采用较少数量的结构模态进行风振

响应和 ESWL 的研究，但是由本章前文可知较少数量的参振模态产生的误差很

大。对此本章采用补偿方法对此缺点加以克服，使 ESWL 尽可能接近精度最高

的 ESWL。需要说明的是，本章仅对不选取结构主导模态、无控制元素影响的结

构前 100 阶模态的补偿 ESWL 进行研究，其余阶数模态的情况可以类推。 

1、 基于节点位移等效的 ESWL 

在传统的结构模态补偿方法中，文献[6]根据位移差进行模态补偿，本部分首

先采用文献[6]方法进行模态补偿，然后求解 ESWL。针对文献[6]在进一步求解

ESWL 时不能有效解决选取少数模态后误差较大的缺点，本节基于 Householder

变换[176]，采用一种新补偿方法进行 ESWL 求解。 

文献[6]针对球面屋盖的风振响应，采用如下方式进行模态补偿： 

 
    

 '
' '

1
comp T

x
x M x

                  (5.29) 

式中， comp 表示质量归一化后的补偿模态； M 表示质量矩阵； 'x 补偿位移，

由下式求取： 

     '

1

M

i i
i

x x q


                     (5.30) 

式中， x 表示总位移列向量，在本章中指的是式(5.2)的位移等效目标响应；

 
1

M

i i
i

q

 表 示  M M N 阶 模 态 位 移 的 叠 加 结 果 ， 其 中 组 合 系 数

 1, 2, ,iq i M  由本章前文介绍的数值方法求得。 

补偿模态的广义坐标为： 

    ' 'T

compq x M x                    (5.31) 
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补偿模态 comp 相应的补偿圆频率为： 

    
    

T

comp comp

comp T

comp comp

K

M

 


 
                 (5.32) 

利用结构模态的正交性，容易验证由式(5.29)求得的 comp 和M 阶参振模态

之间是彼此关于体系的质量矩阵 M 和刚度矩阵 K 正交的。 

本章首先根据式(5.29)～式(5.32)求出补偿参数后，便可利用式(5.4)求解

ESWL，只不过此时需要考虑 comp 、 comp 和 compq 的影响，即考虑模态补偿后基

于节点位移 dr 的惯性力组合法所得的 ESWL 可表示为： 

         2 2

1

M

e j j j comp comp comp
j

p M q M q   


          (5.33a)  

或： 

       

1

2

2 2 2 2
1 2, , , ,e comp M comp

M

comp

q

q

p M diag

q

q

     

 
 
      
 
 
  

     (5.33b) 

    在式(5.33)中，补偿 ESWL 为： 

     2
,e comp comp comp compp M q                 (5.34) 

根据式(5.33)求出ESWL，再计算此时的整体误差为 1.0017  和 15.0076  ，

远大于表 5.1 中相应的误差，同时本章也给出该种情况下的 ESWL 云图，见图

5.15。 

纵向(m)

径
向

(m
)

 

 

0 20 40 60 80 100 120 140

20

40

60

80

100

-400

-300

-200

-100

0

100

200

 

图 5.17 没有控制元素的前 100 阶模态、基于文献[6]模态补偿且根据节点位移等效时 ESWL 云图 

对比图 5.7(a)和图 5.17 可知二者之间的差异很大，这说明当只取少数结构模

态，采用文献[6]方法考虑模态补偿来求解基于节点位移等效的 ESWL 是不准确
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的。究其原因，虽然 comp 和M 阶参振模态之间是彼此关于结构的质量矩阵 M

和刚度矩阵  K 正交的，但是      2
comp comp compK M   ，也就是说向量

  compK  和   2
comp compM  并不完全重合，二者之间存在一定的角度，这说明

 comp 并不是结构的真正的模态，因而在用惯性力组合方法求解 ESWL 时是不

正确的。正如 Bathe[144; 146]指出：结构模态(特征向量)关于质量矩阵 M 和刚

度矩阵 K 正交是必要条件，而非充分条件。 

由本章前文可知，造成ESWL如此大的误差在于  compK  和   2
comp compM 

并不完全重合，二者之间存在一定的角度，在此本章采用矩阵论中的一种初等反

射变换——Householder 变换[176]使二者完全重合，进而求解 ,e compp 和 ep ，

具体步骤如下(式中相关符号同前文)： 

1) 构造非零列向量 y ： 

    compy K                       (5.35) 

2) 构造单位列向量 z ： 

 
  

   
comp

comp

M
z

norm M




                   (5.36) 

式中， norm表示求向量的模。 

3) 再次构造单位列向量 u ： 

       
      

y norm y z
u

norm y norm y z





              (5.37) 

4) 则存在 Householder 矩阵 H 为： 

    2
T

H I u u                      (5.38) 

      使得： 

      H y norm y z                   (5.39) 

5) 要想   compK  和   2
comp compM  完全重合，而  K 、  M 和 comp 已由

前面求出，显然此时的 2
comp 不再是一个值，而是一个矩阵，本章称为补

偿圆频率平方矩阵 2
comp  ，这是与文献[6]的最大不同之处。把式(5.35)～

式(5.38)代入式(5.39)可得 2
comp  ： 

     
   

2
comp

comp

inv H norm y

norm M





                   (5.40) 
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式中， inv表示求逆矩阵。 

6) 补偿的 ESWL 为： 

    2
,e comp comp compp M                     (5.41) 

7) 则总的 ESWL 为： 

        
1

22 2 2
1 2 ,, ,e M e comp

M

q

q
p M diag p

q

   

 
 
   
 
  




       (5.42) 

根据上述步骤可以方便地求出基于式(5.2)所得节点位移等效的 ESWL，此时

的整体误差为 0  和 0e  及其 ESWL 云图，见图 5.18。 
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图 5.18 没有控制元素的前 100 阶模态、根据

本章方法考虑补偿 ESWL 的且根据节点位移

等效时 ESWL 云图 

图 5.19 没有控制元素的前 100 阶模态、根据

本章方法考虑补偿 ESWL 的且根据单元轴力

等效时 ESWL 云图 

    对比图 5.7(a)和图 5.18，二者完全一致，显然根据本章方法算出的 ESWL 是

完全精确的，进而证明本章方法的有效性。 

2、 基于单元轴力等效的 ESWL 

根据式(5.29)构造的 comp 仅适合于节点位移，对单元轴力并不适合，本节

依然采用一种新的方法——补偿方法来解决此问题。当仅仅考虑较少数量的结构

模态时，本章采用如下步骤计算 ESWL： 

1) 根据式(5.8)计算出只考虑较少数量结构模态的单元轴力响应 1r ，其中求

解组合系数 c 时，采用本章前文介绍的数值计算方法。 

2) 计算轴力的补偿响应： 

     1compr r r                         (5.43) 

3) 根据式(5.10)求出补偿 ESWL 为： 

     ,e comp r compp I r
                    (5.44) 
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式中， rI

表示 rI 的 Moore-Penrose 广义逆。 

4) 则总的 ESWL 为： 

        
1

22 2 2
1 2 ,, ,e M e comp

M

c

c
p M diag p

c

   

 
 
   
 
  




       (5.45) 

根据上述步骤可以方便地求出基于式(5.2)所得单元轴力等效的 ESWL，此时

的整体误差为 0.1583  和 0.1576  及其 ESWL 云图，见图 5.19。 

    对比图 5.7(b)和图 5.19，二者也完全一致，因此根据本章方法算出的 ESWL

精度最高，进而证明本章方法的有效性。 

5.4 与结构模态无关而仅与风场 CPT 模态有关的 ESWL 研究 

由本章前文的计算可知，在用惯性力组合法来计算大跨度屋盖 ESWL 时，参

振模态的选取对结果的影响比较大。如果参振模态的数量不够且不考虑补偿时，

误差往往比较大，因而存在着一定的缺陷，需要探究更加精确的、简单的方法来

研究大跨度屋盖 ESWL，由第 1 章绪论可知文献[84; 85]的采用与结构振动模态

无关而与风场 CPT 模态有关的 ESWL 计算方法不失为一种可行的方法，不过该

方法同样存在着一定缺陷。对此，本章将采用 CPT 风场模态补偿理论来克服文

献[84; 85]方法的缺陷，提出一种新的、更加准确的方法来研究复杂大跨度屋盖

的 ESWL。其中应用到的等效目标响应依然采用式(5.2)确定。 

5.4.1 新的脉动风 ESWL 计算方法 

大跨度屋盖常借助风洞试验来研究它的 ESWL，由第 2 章分析可知 CPT 模态

数等于试验时的独立测点数。由于设备条件的限制，独立测点数往往远小于结构

节点数。如果脉动风场为结构自由节点上的三维空间压力场，此时由第 2 章知识

可知 CPT 模态矩阵  便是一个行数远大于列数的列满秩矩阵，因为  的每个

列向量——本征模态彼此之间是正交的，也是线性无关的。再左乘一个行数不小

于列数的列满秩矩阵 rI ，则由式(1.10)可知 0R 为一个行数远大于列数的列满秩

矩阵，显然式(1.10)属于一个超定方程组，用本章前文介绍的最小二乘法求解方

程时只能得到 C 的近似解，因而式(1.9)只能求得 eP 的近似值，本章将对文献

[84; 85]方法进行改进，建立起新的脉动风 ESWL 计算方法。 

由第 1 章绪论可知，文献[84; 85]计算 ESWL 的方法如下： 

    eP C                           (1.9) 

式中， eP 表示一致静力等效风荷载，  表示脉动风场的CPT本征模态，其中
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列向量为CPT模态，表示荷载的空间分布形式； C 表示贡献系数列向量，由下

式进行求解[84; 85]： 

        0o rr I C R C                     (1.10) 

式中， or 表示所有结构单元的最大荷载效应； rI 表示影响函数矩阵，其中列

向量为单位力引起的响应，如果 or 为节点位移等效目标响应，[ ]rI 便为结构柔

度矩阵。 

本章采用如下方式对文献[84; 85]方法进行改进，具体步骤如下(式中符号同

前)： 

1) 已知初始等效目标响应 or 、影响函数矩阵 rI 和脉动风场的 CPT 模态

矩阵  ，先用最小二乘法对式(1.10)进行求解，结果记作 1{ }C ； 

2) 把 1{ }C 回代入式(1.10)，求出结构响应，记作 ,1or ： 

        ,1 1 0 1o rr I C R C                    (5.46) 

3) 求出等效目标响应补偿值： 

     , ,1o comp o or r r                     (5.47) 

4) 根据式(1.10)中的第一个等式构造风场的补偿模态 comp 和补偿贡献系

数 compC ： 

     ,comp r o comp compI r C
                  (5.48a) 

    ,comp r o compC norm I r
                 (5.48b) 

5) 把式(5.48)中得到的补偿模态 comp 和补偿贡献系数 compC 分别加进  

和 1C ，得到总脉动风场模态矩阵 t 和总贡献系数列向量 tC ： 

     ,t comp
                        (5.49a) 

  1{ }
t

comp

C
C

C

 
  
 

                     (5.49b) 

6) 利用总脉动风场模态矩阵  t 和总贡献系数列向量 tC 便可以求出新的

脉动风 ESWL 为： 

    e t tP C                         (5.50) 

7) 其中，补偿 ESWL 部分为： 

   ,e comp comp compp C                     (5.51) 

5.4.2 算例验证与分析 
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本节仍然采用 5.3 节中的算例进行分析，对本章方法和文献[84; 85]方法进行

对比分析，以验证本章方法的有效性。 

5.4.2.1 误差分析 

在分析误差之前，先对ESWL计算中的相关参数的特点做一个说明。由于结

构对称以及测压点位置对称，由图2.4可知结构左、右半边部分的风压以中轴线

而完全对称，因此试验时可只测量半边结果，根据对称性便得到另外一半的结果，

此时独立测点数为108，因而CPT模态数也为108个；风荷载按照三维方向作用在

2450个自由节点上，形成一个列满秩的CPT模态矩阵  7350 108R   ；节点位移的

影响函数矩阵为 7350 7350[ ]rI R  ，单元轴力的影响函数矩阵为 10080 7350[ ]rI R  ，二

者均为列满秩。 

本章首先从风洞试验结果计算出实际结构自由节点上脉动风的三维风场，并

根据第 2 章知识计算出脉动风场的 CPT 模态矩阵。同时计算出节点位移和单元

轴力响应，并按照式(5.2)求出两种响应的初始等效目标响应。然后分别用文献[84; 

85]方法和本章方法计算节点位移响应和单元轴力响应对应的 ESWL。最后求出

在两种方法下的整体误差，以此来验证两种方法的精度。此处的定量误差分析仍

然采用式(2.36)夹角和式(2.38)相对误差 e两个参数。 

1、 整体误差分析 

本章对两种不同方法造成的整体误差进行了计算，结果见表 5.6。 

表 5.6 两种不同方法的整体误差 

文献[84; 85]方法 本章方法       响应 

误差 节点位移 单元轴力 节点位移 单元轴力 

 (rad) 0.3765 0.3833 0.0000 0.1583 

e  0.3677 0.3740 0.0000 0.1576 

由表 5.6 可知，无论是节点位移还是杆单元轴力，本章方法误差均远小于文

献[84; 85]方法，说明本章方法算出的 ESWL 精度更高。由前面分析可知本结构

的 CPT 模态矩阵和影响函数矩阵的特点对于文献[84; 85]方法来说是求不出高精

度的贡献系数，因而造成了响应的较大的误差，显然 ESWL 精度较低；而本章

对此误差进行了一定程度的补偿，较好地克服了文献[84; 85]方法的缺陷，算出

的 ESWL 精度较高。 

由表 5.6 还可以看出，本章方法算出的 ESWL 作用下的节点位移和相应初始

等效目标响应之间没有误差，表明本章方法中基于节点位移等效所求得的 ESWL

是完全精确的，原因在于位移影响函数矩阵是一个可逆方阵，在用式(5.48a)构造

补偿模态时可以求得精确解；而本章方法算出的 ESWL 作用下的单元轴力和相



同济大学 博士学位论文 大跨度屋盖几何非线性和脉动风等效静力风荷载 

230 

应初始等效目标响应之间存在一定的误差，反映了基于单元轴力等效算出的

ESWL 并不是精确解，原因在于轴力影响函数矩阵并不是一个可逆方阵，在用式

(5.48a)构造补偿模态时只能求得其近似解，最终的 ESWL 也只能是一种近似结

果。 

同时对比表5.1、表5.3、表5.5和表5.6可知，就整体误差而言，本章方法计算

结果实际上就相当于惯性力组合方法中考虑了所有结构振动模态或所有主导结

构模态的结果。 

2、 局部误差分析 

在本节中，依然采用本章前文的方法分析图 5.4 所示最大响应的局部误差，

进一步对文献[84; 85]方法、本章方法进行比较，结果见图 5.20。 
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(c) 根据轴力等效(文献[84; 85]方法) (d) 根据轴力等效(本章方法) 

图 5.20 局部误差对比分析 

由图 5.20 可知：对所关注的一定数量的最大响应而言，文献[84; 85]方法所

产生的误差几乎随着最大响应个数的增加而呈快速的线性增长趋势，文献[84; 85]

方法只对很少的一部分较大响应精度稍好，而对绝大多数最大响应并不适合；而

在本章方法中，最大响应个数对于节点位移的误差没有任何影响，始终为零，对

于单元轴力，最大响应个数对于其误差影响较小。上述特征进一步说明本章方法

的有效性，进一步说明文献[84; 85]方法适于结构简单、响应数量较少的大跨度
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屋盖；对于结构复杂、响应很多的大跨度屋盖，本章方法更加适合求解脉动风荷

载的 ESWL。 

3、 部分节点和单元响应对比分析 

在本节中同样对图5.3所示的部分节点和单元的初始等效目标响应和两种方

法的ESWL作用下的响应进行了对比分析，见图5.21。 
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注：a 表示由式(5.2)计算得到的初始等效目标响应；b 表示在文献[84; 85]的 ESWL 作用下的

响应；c 表示在本章方法的 ESWL 作用下的响应。 

图 5.21 上表面部分节点和单元响应对比分析 

由图 5.21 明确地看出：无论是(绝对值)较大响应，还是(绝对值)较小响应，

本章方法算出的 ESWL 作用下的响应和初始等效目标响应之间的差异均较文献

[84; 85]方法小，这与表 5.6 的结果是一致的。进一步说明本章方法算出的 ESWL

更加精确和可靠。 

同时对比图5.6和图5.21，可以进一步知道本章方法相当于惯性力组合方法中

考虑了所有结构振动模态。 

5.4.2.2 ESWL 分布分析 

1、 文献[84; 85]方法和本章方法的 ESWL 对比分析 

为了进一步对比分析，本章也给出两种方法算出的 ESWL 云图，见图 5.22。 
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(c) 根据轴力等效(文献[84; 85]方法) (d) 根据轴力等效(本章方法) 

图 5.22 通过 CPT 模态计算得到的 ESWL 云图 

由图 5.22 同样可以知道，ESWL 是关于径向中轴线对称分布的，这与试验时

外荷载的对称性是一致的；ESWL 的差异比较大，再次从侧面证实由式(5.2)得到

的不同初始等效目标响应之间是彼此独立的；此外根据节点位移等效算出的

ESWL 总体上大于根据单元轴力等效算出的 ESWL，本结构的 ESWL 宜采用前

者的计算结果。这些特征与图 5.7 是一致的。 

同时对比图5.7、图5.14、图5.15和图5.22(b)、(d)，同样可以确知本章方法与

惯性力组合方法中考虑了所有结构振动模态或足够数量主导结构模态的结果完

全吻合，显然本章计算方法更加准确。 

2、 整体误差相同时，惯性力组合方法和文献[84; 85]方法的 ESWL 对比分析 

5.3 节已经谈到，当整体误差一样时，ESWL 是一样的，但是需要注意的是

所采用的方法均为惯性力组合法。在此，有必要对虽然整体误差相同但计算方法

不同算出的 ESWL 是否相同进行分析。限于篇幅，本章对表 5.6 中文献[84; 85]

方法产生的误差对应的惯性力组合法的 ESWL 进行分析，其中的研究对象为不

选取结构主导模态且无控制元素影响的情况，其 ESWL 见图 5.23。 
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(a) 用没有控制节点、没有主导模态的 

惯性力组合法求得的 ESWL 云图 

(b) 用没有控制单元、没有主导模态的 

惯性力组合法求得的 ESWL 云图 

图 5.23 整体误差和文献[84; 85]方法相同时的惯性力组合法所得的 ESWL 云图 

首先需要说明的是，图 5.23(a)采用结构前 115 阶模态，其整体误差为

0.3762  ， 0.3673e  ，而图 5.23(b)采用结构前 240 阶模态，其整体误差为

0.3833  ， 0.3740e  ，和表 5.6 中对应的误差相差很小或完全相等。但是对比

图 5.22(a)和图 5.23(a)以及对比图 5.22(c)和图 5.23(b)，发现虽然整体误差相差无

几，但是 ESWL 相差较大。这说明尽管等效目标响应和整体误差相同，但是采

用不同方法算出的 ESWL 可以不同。 

5.4.2.3 其它问题对 ESWL 的影响 

1、 风场 CPT 模态的降阶对 ESWL 的影响 

在前面用风场 CPT 模态计算 ESWL 中，本章考虑了所有 108 阶 CPT 模态的

影响。第 2 章已经谈到：对于脉动风场，第一阶 CPT 模态在风场中的贡献并不

显著，常常需要考虑多阶 CPT 模态甚至中高阶 CPT 模态的影响。在本节中，有

必要来具体研究风场 CPT 模态的降阶对 ESWL 的影响。 

本章对取第 1 阶、前 10 阶、前 20 阶、前 30 阶、前 40 阶、前 50 阶、前 60

阶、前 70 阶、前 80 阶、前 90 阶、前 100 阶 CPT 模态 11 种情况进行对比分析。

计算在这 11 种情况下用文献[84; 85]方法和本章方法所造成的节点的三维位移和

所有单元轴力的初始等效目标响应和在 ESWL 作用下响应之间的整体误差，整

体误差结果见图 5.24。 
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图 5.24 风场 CPT 模态的降阶对 ESWL 的影响 

由图 5.24 可知：当用文献[84; 85]方法计算 ESWL 时，CPT 模态阶数的选取

对 ESWL 的精度影响较大，显然不能仅选取第一阶模态来计算 ESWL，需要考

虑中、低阶模态的影响，高阶模态影响较小；而用本章方法计算 ESWL 时，CPT

模态阶数的数量对 ESWL 是没有影响的，因为本章方法对文献[84; 85]方法产生

的误差进行了很好的补偿，尤其是位移响应则进行了全部的补偿。上述特点进一

步说明本章方法更加适于大跨度屋盖脉动风 ESWL 的计算。 

2、 修正轴力影响函数矩阵对 ESWL 的影响 

由前面分析可知，本章方法在计算基于单元轴力的 ESWL 时，存在一定的误

差，其根本原因在于轴力影响函数矩阵并不是一个可逆方阵，用式(5.48a)不能构

造出精确的补偿模态。因为矩阵的行向量组的秩(简称行秩)与列向量组的秩(简称

列秩)相等[176]，而本章所定义的影响函数是一个列满秩矩阵。据此本章在最初

的影响函数矩阵 10080 7350[ ]rI R  的 10080 个行向量中挑选出 7350 个行向量构成一

个最大的向量无关组，从而形成唯一的可逆轴力影响函数矩阵 7350 7350
,[ ]r mI R  (本

章中称为修正轴力影响函数矩阵)，然后用[84; 85]方法和本章方法对前面算例的

大跨度屋盖的 ESWL 进行研究，并比较在两种方法下不同响应(最大无关组响应、

整体响应)的误差和 ESWL 分布，分别见表 5.7 和图 5.25。 
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表 5.7 修正轴力影响函数矩阵所造成的轴力响应误差 

文献[84; 85]方法 本章方法       响应 

误差 最大无关组响应 整体响应 最大无关组响应 整体响应 

 (rad) 0.4771 0.4245 0 1.6045 

e  0.4592 0.4125 0 64.9089 

需要说明的是，表 5.7 中最大无关组响应指的是 ,[ ]r mI 对应的 7350 个单元(上

表面单元见图 5.25)轴力，整体响应指的是[ ]rI 对应的 10080 个单元(即所有单元)

轴力。由表 5.7 可知：对于基于修正轴力影响函数矩阵求得的 ESWL，文献[84; 85]

方法对不同对象响应的误差都比较大，甚至比表 5.1 中相应的误差还大；本章方

法虽然对于最大无关组响应没有误差，但是对于整体响应产生的误差却非常大，

也就是说本章方法对于非最大无关组对应单元的响应产生了很大的误差，而这些

单元的数量较多(有 2730 个)，只是关注最大无关组单元而忽视非最大无关组单

元显然是不合适宜的，因而这样的 ESWL 并不是一种合理的 ESWL。 
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图 5.25 最大无关组单元中的上表面单元 
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 (文献[84; 85]方法) 

(b) 根据修正轴力影响函数矩阵所得 ESWL 

(本章方法) 

图 5.26 根据修正轴力影响函数矩阵所得的 ESWL 云图(KPa) 
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在图 5.26 中，由本章方法算出的 ESWL 并不关于径向中轴线对称，且在局

部区域出现很大的风压值，显然这些特征均是不合理的，这也与上述进行量化的

误差特征是一致的。 

此外，本章在此同样对图 5.3 所示的上表面部分单元的初始等效目标响应和

两种方法的 ESWL 作用下的响应进行了对比分析，见图 5.27。 
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注：a 表示由式(5.2)计算得到的初始等效目标响应；b 表示在文献[84; 85]的 ESWL 作用下的

响应；c 表示在本章方法的 ESWL 作用下的响应。 

图 5.27 考虑修正轴力影响函数矩阵时上表面部分单元响应对比分析 

由图 5.27 可知，当考虑修正轴力影响函数矩阵时，本章方法算出的 ESWL

作用下的响应和初始等效目标响应之间的差异较文献[84; 85]方法大，这与表 5.7

和图 5.26 的分析结果是一致的。 

通过上述误差分析，对于类似算例所示的复杂大跨度屋盖，不宜采用修正轴

力影响函数矩阵来对基于轴力响应的 ESWL 进行研究，这对基于其它内力响应

的 ESWL 研究也有借鉴意义。 

3、 根据轴力等效且考虑单元控制元素影响时本章方法对 ESWL 的影响 

在 5.3 节中，我们已经得知控制元素对 ESWL 存在一定的影响。在根据节点

位移等效求解 ESWL 时，本章方法能够求得精确解，因此没有必要考虑节点控

制元素对 ESWL 的影响。而根据单元轴力等效求解 ESWL 时，本章方法不能求

得精确解，对此本章在此仅研究如果考虑单元控制元素影响时本章方法对 ESWL

的影响。 

首先由式(5.49a)求出总脉动风场模态矩阵 t ，然后根据本章前文所介绍的

等式约束最小二乘方法求出总贡献系数列向量 tC ，再根据式(5.50)求解脉动风

ESWL。在此需要指出的是，为了满足 LSE 问题有唯一解的条件式(5.20)，本章

只对图 5.12 中的 100 个控制单元进行研究，整体误差为：夹角 1.4074  ，相对
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误差 74.2443e  。其 ESWL 见图 5.28。 
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图 5.28 根据轴力等效且考虑单元控制元素影响时本章方法的 ESWL 分布 

由上面分析可知，根据轴力等效且考虑单元控制元素影响时，不宜采用本章

方法计算 ESWL。 

5.5 本章小结 

本章结合工程实际，主要就非常复杂的大跨度屋盖脉动风荷载的 ESWL 采用

两种不同方法进行了对比研究，主要的研究成果可以概括如下： 

1) 在利用惯性力组合法求解大跨度屋盖的ESWL时，无论是否存在控制元

素，宜考虑足够数量的结构参振模态，不宜考虑少数结构参振模态，否

则误差较大。如果选取的结构参振模态足够多，基于所有节点位移的

ESWL可以得到精确值，没必要选取控制节点；而基于所有单元内力的

ESWL是不能得到精确值，可以选取一些控制单元，不过少数控制单元的

选取对ESWL精度的影响不大，此时也可以不用选取控制单元。 

2) 在利用惯性力组合法求解大跨度屋盖的ESWL时，当选择的结构参振模态

数量较少时，可以采用补偿方法求得和考虑所有参振模态一样的结果。 

3) 如果采用本章的等效目标响应时，文献[84; 85]方法适于结构简单、响应

数量较少的大跨度屋盖的ESWL；对于结构非常复杂、响应很多的大跨度

屋盖，本章的CPT风场模态补偿理论更加适合求解ESWL。 

4) 惯性力组合法与采用与结构振动模态无关而仅与风场CPT模态有关的方

法相比，本章的风场CPT模态补偿方法相当于考虑了所有阶结构模态的结

果，更加适合求解大跨度屋盖脉动风荷载的ESWL。 

5) 本章的风场CPT模态补偿方法是一种比较通用的方法，它不仅适用于求解

复杂大跨度屋盖的ESWL，而且对于其它形式的复杂结构的ESWL，也同

样可以采用该方法来进行计算。 
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第 6 章 总结与展望 

本章作为本论文的收尾章节，主要包括两部分：总结本文主要研究内容和研

究过程中得到的一些结论；根据作者目前对研究内容的认识提出以后工作的建

议。 

6.1 本文工作总结 

本文首先对大跨度屋盖风致响应研究进展和大跨度屋盖 ESWL 的研究进行

了较为详细地回顾和评述。随后将 POD 展开技术中的 CPT 理论进行了详细地阐

述，以便为本文的大跨度屋盖脉动风 ESWL 的研究内容作好铺垫。然后以预应

力鞍形索网屋盖为例，采用传统有限元理论对大跨度屋盖中的几何非线性问题

——结构找形和风致响应进行研究。最后采用了传统的惯性力组合法和与结构振

动模态无关而仅与风场 CPT 模态有关的方法对大跨度屋盖脉动风 ESWL 进行研

究。 

通过严格的理论推导与算例分析，本文得到了如下的主要成果和结论： 

6.1.1 本征正交分解法在风荷载特性分析上的应用 

结合工程实际，本部分主要对整体风场和脉动风场的 CPT 理论进行比较详

细的对比分析，为后续章节奠定了坚实的基础，得到了如下一些结论： 

 CPT技术有助于对复杂时空变化的随机风场理解，采用新的坐标系从不

同的角度描述风场，表明CPT技术是分析随机风场的有效手段。 

 整体风场的第一阶CPT模态贡献非常显著，往往在风场重构时只需考虑

第一阶CPT模态的影响，从而会过分强调和依赖于第一阶CPT模态的作

用。而脉动风场的第一阶CPT模态在风场中的贡献并不显著，常常需要

考虑多阶CPT模态甚至中高阶CPT模态的影响。 

 考虑风场的CPT模态贡献，常常仅从本征值所占比例的大小出发。建议

不要仅仅局限于本征值，可以综合其它相关参数一起分析，有助于正确

理解应用于CPT分析中的风场。 

 因为主坐标函数的性质比较简单，在利用CPT模态对风场性质进行研究

的同时，也可借助主坐标的性质来研究复杂风场的性质。 

6.1.2 大跨度屋盖几何非线性问题的研究 

在大跨度屋盖中，预应力索网结构是一种应用较为广泛的结构形式，其几何
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非线性表现特征比较明显，在结构计算时需要考虑它的影响。本文对大跨预应力

索网屋盖的基础理论和应用研究——结构的找形和风致响应问题进行了研究，主

要的研究成果可以概括如下： 

 预应力直线索单元的线性刚度矩阵和初应力刚度矩阵是结构计算中两个

非常重要的参数，本文对这两个矩阵进行了严格、系统的推导并进行简

化。 

 预应力索网结构的找形是结构设计中非常重要的一个环节，本文采用几

何非线性理论对该种结构的找形进行了研究。 

 预应力索网结构的风致响应分析在结构设计中也非常重要，本文采用了

三种计算方案对结构的非线性风致响应时程计算进行了系统的研究，为

大跨度屋盖脉动风等效静力风荷载的研究奠定基础。在风致响应计算中，

计算方案一是一种精确的计算方法，而计算方案二、三是一种近似方法，

在一定程度上可以用计算方案二、三用来近似计算结构的非线性风致响

应，不过对结构进行风致响应计算时宜采用方案二考虑平均风荷载引起

的非线性，尤其是在初始预拉力较小和基本风压较大的时候。 

 结构对风荷载比较敏感，其非线性响应是一个比较复杂的、需要考虑多

频率的宽带过程。刚度较大时，结构体现出较弱的几何非线性特征，但

是当刚度较小时，结构便体现出较强的几何非线性。此外，初始预拉力

和基本风压对结构变形的影响较索断面面积和分布荷载对结构变形的影

响大，因而在进行结构的抗风设计时，初始预拉力和基本风压是主要控

制参数。 

6.1.3 大跨度屋盖脉动风等效静力风荷载的研究 

大跨屋盖的等效静力风荷载是现有抗风理论的热点问题之一。当进行结构的

风致响应计算时，可以把风荷载分成平均分量和脉动分量，并分别考虑非线性和

线性风致响应。在求平均分量和脉动分量的等效静力风荷载时，平均风荷载可以

直接作为静力风荷载的一部分，而脉动风荷载具有随机特性，其静力等效风荷载

需要研究。本文在脉动风荷载线性风致响应的基础上仅仅对复杂大跨屋盖脉动风

荷载的 ESWL 进行了研究，采用了惯性力组合法和与结构振动模态无关而仅与

风场 CPT 模态有关的方法，并进行了对比研究，主要完成了如下工作： 

 解决了大跨度屋盖多荷载分布、多等效目标响应的问题。 

 解决了如何进行模态补偿的问题，以便更加准确地求解脉动风荷载的

ESWL。 

 从两种不同的方法解决了结构参振模态选取的困难。 

 如果需要对一些控制元素加以重点关注，本文从数学出发解决了如果在
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大跨度屋盖中需要考虑控制元素影响时，如何求解ESWL的问题及其相

关注意事项。 

实例分析表明，对于非常复杂的大跨度屋盖，采用与结构振动模态无关而

仅与风场CPT模态有关且考虑CPT模态补偿的的ESWL求解方法物理含义明确、

方法简单、适用性更强。CPT模态补偿方法是一种比较通用的方法，它不仅适用

于求解复杂大跨度屋盖的ESWL，而且对于其它形式的复杂结构的ESWL，也同

样可以采用该方法来进行计算。 

6.2 研究工作展望 

大跨度屋盖是非常重要的建筑结构形式之一，在人们的日常生活中扮演着越

来越重要的角色。本文主要以大跨预应力索网屋盖为例对大跨度屋盖的几何非线

性进行了研究。同时本文在求大跨度屋盖的ESWL时，在脉动风荷载线性风致响

应的基础上也仅对大跨屋盖脉动风荷载的ESWL进行了研究。因而这两个主要课

题的精细化研究依然任重道远，尚有许多有待进一步深入的研究工作，这里择其

要者简述如下： 

 从物理上来讲，悬索体系的非线性主要来源在于几何非线性、流固耦合

效应产生的气动非线性，在结构的风致响应计算时需要进一步研究它们

之间的共同作用。 

 静力等效风荷载对位移等效可以没有误差，但是对轴力等效依然存在一

定误差，如何减小轴力等效引起的误差，需要进一步考虑。 

 计算不同初始等效目标响应时，没有考虑不同响应之间的相关性，需要

考虑相关性的影响。 

 本文的脉动风静力等效风荷载依然基于脉动风荷载风致线性响应，如果

结构在脉动风荷载下依然表现出较强的非线性，此时的脉动风静力等效

风荷载还是需要考虑几何非线性的影响。 
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